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PRÉ-QUANTIZAÇÃO E -QUANTIZAÇAO DE SISTEMAS 
INTRODUÇÃO 
A discussão sobre a quantízação (primeira ou segunda) de sistema.<.> físicos 
(clássicos ou primeiro-quantizados) coloca-nos dois questionamentos que gostaríamos 
de f;rata.r. O primeiro ooncerne a oodifica.ç1-\(J, o segundo a oop;uiçiio. 
Primeiramente gostaríamos de estabelecer mna ling;uag<>.Jn c ax::iomatizaçâo 
na qual iremos nos basear para a.<> discussões po.9teriorcs. Esta • .:; serão acerca da 
adequação ou não deste material htisico na formalização e conseqiient.c intelecção 
de algtulS sistema."> físicos. 
Portanto, o estudo consistirá de dois movimentos: um onde tentamos, a partir 
de princípios e "insights'l básicos, extrair e codificar as informações sobre o univer-
so quântico, e a seguir, retomar estes códigos, agora enquanto procedimentos, para 
o numdo físico (observável e/ou especulativo) visando não só por a prova, rua.<; 
acima de tudo, termos um meio de refletir sobre algtms aspecto<:> que concernem 
o "quanta ". 
A pré-qua.ntização ou a antiga teoria quântica ( quantização de llohr-Sommerfeld) 
introduz, na discussão da. diqcretização dos túveis energéticos a variável de ação 
J = .f p.dq, a ser quantizada, onde pé o momento conjugado à coordena<:la canôni-
ca q, A integral fechada, chamada integral de fa..,e, é tomada mun período da 
partícula ~<quase-clássica'' durante seu movimento (note que falamos ainda em 
movimento da partícula e portanto aindaiJão tratamoo de uma teoria ondulatória). 
A quantizaçâo ela ação J p.dq = 2nh(n+!) , leva-nos à quantizaçãoda .. , órbitas 
ou dos 1úveis energéticos (fixamos a energia mais baixa como sendo nli). 
Por exemplo, mn elétron atônrico ligado, sendo a enl:'..rgia total 
mv2 Ze2 p; Jiá Ze2 
E=---=-+---
. 1' r 2m 2m r (1.1) 
c r<)S()lvendo para o momento radial Pr, temos: 
i
rmn.x 
.l, = 2 
rmin 
Z e' P' 
2 1' ' 'd m!J+---- r, ,. r (1.2) 
1 
IN'11WDUÇÂO 2 
onde os limites de integração são rcspecitivmncut(~ o raio mínimo e máximo 
(portAnto, qna.ndo Pr = m. r= 0, d(l(~Orre a noção de 6rhitn fo::had1\, m:st.c r~wo). 
Obtendo J .. = -27rp,p + 27rZe\j::!!fii, c isolau<lo para energia B, temos: 
" m (Zc2) 2 j-y = ~-
2 (:{;; + Pol' 
onde J</1 = 27rpq,. 
rn (2Jr)2 (Ze2) 2 
2 (Jr + .!</')'' 
(1.3) 
Aplie.,-mdo a regra de quantização .lq, lh e .lr = .<;h, sendo l e s inteiros 
positivos (na verdade .J = sli + k, onde k é mna constante. Escolheu-se k = O a 
título ilustrativo (ver Bohn, etc.)), obtemos para a energia 
, rn (Ze2 ) 1 Rch 
E=- 2 li' (l + s)2 = --,-,1- (1.4) 
onde n = l + s é o número quântico principal. 
De forma gmal, se CS1".:revermos a ação J = [
0
1 
p q dt, obtemos para pequenas 
variações li.J = J~ (q !ip- pó i!)dt + lp(ÍI 6t) + 6ql f1\. Como para o periodo (ou, 
órbita estacionária) o ültimo termo se anula, e, considerando B(q,p) a energia 
total de forma que -:qE = ~ e ~! = ~, podemos relacionar a variação da ação 
com a variação energética na fonna 151 = J~ bEJdt. 
Segue obviamente que se o sistema for tal que a."! Ól"bila."l são p{~ri&lica.'i, inde-
pendente de sua."! condições iniciais, neste CêlSO a variação energética é constru1te 
e ó B = w{J I. Daí que, qmmtizando a ação, quanti7.amoo oo níveis energéticos e 
VlCL'-Versa. 
l:Bte m(;:todo de quanLizaçâo aplica-se po.ra uma miríade de sistR,rnas. Por hora, 
não entraremos no mérito de sua aplicabilidade ou não. Somente ressaltamos que 
t;llM imprecisões c mnhigtiídadcs são (p.a.rcWmcnt.c) corrigida.q {·,om a t{'Mria ondu-
latória, ou qua.nii7-><u,;ão (propriamente dita), em eoni.mpartida a pró-qwmtiz ..açô.o. 
~lbnos in:sistido em enfatizar a vnrilívd de açào na quantÍ7.nçiw cucrgéticn, 
pois esta será ftmdronental no decorrer do trabalho. À parte a discussão sobre os 
níveis ct\ergéticos discretos, lcmhremre que a integral .f pdq é a án•.a contida numa 
trajetória fedm.da da partícula, no rnpaço de fa .. <>e cM.:'*-lico. Com f\ quautiz,aç.-~, 
fixamos uma área rrúnima (a célula de Planck) de valor 2n1i, correspondente à 
<·.ada esl.ado quântico (estacionário). Ainda, expr€8Sando tal área por .lpó..x, a 
quantização nos fornece runa relação de incerteza mínima (pam n = 0), da ordem 
da <:oJtstante de Planck. 
Se por um lado temos expresso nm prineípio de incerteza (sendo l:lp e l1x a 
acurá.cia na.q medid.a.<J), por outro, ternos um ponto de vista geométrico, que scn'i. 
ftmdamenf,alno de<;orrei de nossa amUise, a (pré) quantizaçâo geométrica. 
A prL'-quantização geométrica (que e~tudaremos no que segue) estabelece tam-
bém Ulll vú1culo formal entre este."! doi..;; fatos (a incertt.?.a na media e a célula 
mfnima do <..">paço de fase). Nt:cessitam<m, no entanto, dos elementos <..la teoria 
mat.ridal. 
SISTEMAS CLASSICOS 3 
A transição da quantização de Bohr para a teoria matricial introduziu-nos 
um algorittno algébrico de quanti?..açâo, onde os observáveis clássicos seriam sub-
stihúdos por operadores ht-TITritianos sobre um espaço de Hilbert, bem como as 
trajetórias das partícula.~ clássicas no espaço de fase, dariam lugar a funçÔ<.s difer-
enciáveis sobre o espaço de fase (vetores do espaço de Hilbert}. 
PTix:.isamoo entào cst.ahclccer as condições para tal tnnlsiçà.() lcxicog,ní.íka.. 
Dirac, que com.:omitante a IIciseubcrg-J3orn-.Jordan, homrcm. cstabcl<X~ido os 
princfpíre da looria matricial da Mecânica Quântica (no sen ver, b;oria algébri-
ca), enfatizou a qu.:-mtizaçã.o enquanto transição da álgebra comutativ<:\ dos ob-
serváveis clássicos para tuna nova álgebra, a variáveis não <'.ornuliativas. Nesk"l, 
o pan'!ntrnoo de Pois..<son dos observáveis dássicos corn~pondcrirun ao comutru:lor 
dos observáveis quânticos, c H."' Lrnnsfonnnç(>CS canônica'3 (com rcspL-iLo à."l var-
iáveis canônicas clás.sicas), corrrnponderimn a transformaçÕt:~ unitárias, geradas 
pelos observávei'3 quâ:nticos. Expressru:noo da seguinte forma: 
Seja f : M ~ R 1.un observ-ável clássico, sendo M o espaço de fase, c seja f 
o correspondente observável quântico, que age sobre wn c.<Jpaço de Ililbert,1-{ . 
Enl.âo: 
( Ql) o mapa f ~----Jo j ú linear 
(Q2) se flOr constante, j ag-e multiplicru1do (como elemento do corpo) 
(Q3) se ih M = J, ,ent.w rAJ,J = -ihf,, 
sendo [., .J o comutador quântico. 
( 1.5) 
Existem várioo métodoo de quat1tização, por exemplo de Wcyl [TakJ , Berez::in 
{ llcr]. 
Iremos, o>Jno já fora antecipado, rntuda.r o mét<xlo de qt«"lnti?.,ação g~'Ométrico. 
E baseados neste método, iremos discutir dum ponto de vista gcom<:~trico, a 
qmmtização de Si..,tmnas de Estado Coerentes c a teoria. de Chern-Simon."l, dis-
cussão est&"l que servirão de cenário para na verdade falarmos de segumla quau-
tizaç.~ geométrica, grupos quântieos e outros tópieo.<J. 
SISTEMAS CLÁSSICOS 
VARIEDADES SIMPLÉTICAS 
Antes de introduzirmos o formalismo quântieo geomét.rico, pn .. 'Cisarnos descr-
ever geometrícmnente tun si<Jtema clássico. 
Um sistema JU(..'Cân.ieo clá.'3Sir.o é descrito por mna variedade simplét.ica (!v!, w), 
ic, uma variedade diferencial M (o cspru:.X) de fase) e uma 2- forma f<.-'<:hada não-
degenerada. w definida em toda variedade J\1, ie, 
SISTBIVIAS CLASSICOS •l 
(a)dw - 01.6 (1.1) 
(1!)\IX f 0,3Ytalqueu1(X,Y)fO,X,YETxMcm>\odoxEM. 
A descrição de sistemas dássicos em termos de variedades simpléticas é en-
contrada em livros como fArn]. Trataremos aqui de dois exemplos que nos serão 
úteis. 
Ex.!- Espaços Vetoriais Shnpléticos No caso em que N/ é um espaço "-c-
torial 2n-dimensional, M = R 2n, sendo (qt},""1•,"'n n-eoordcnadas <~ (pi)i=l, ... ,n 
n-momentos, temos que w = Edpi /\ dqi. É imediato ver que dt..v = O e que w é 
não degmlCrada .. 
Note que se Lormannoo em cada ponto X E /}f os campos { apí = Xí' Üqj = 
Yi}t,j,=l, ... ,n como hase de TrEM, w é tal que, w(Xi,XJ) = w(Yi,YJ) = O,Vi,j; 
e w(Xi, Yi) = ó~. Tal sistema de rdCrência é chamado referencial simplético. 
Transformacões line.:ues entre referência.<; simplética.<3 f01nmm o grupo simplético. 
Tal grupo formado por p: Vx~ V,(1fx~TxM) tal que w(pX, pY) = w(X, V). 
Uma noção imporümtc a sC'J" introduzida é a de <:omplcrncnto simplét.ico. Seja 
P~ C Vx = TxM , o eomplementc simpléiico de f<~, denotado por Ff, é dado por: 
p.L ={X E T,M/w(X, Y) =O, \fY E!'~}. 
Um subc&paço F!r. C 'Vx é dito .lngrangeano se l':uJ.. = Fx. 1brrm-se óbvio que 
suhspaços lagrangeanos são fonnados (a menos de transformaçOO simplética) por 
apenas vetores coordenados ( Ôqi) OU vetores lnOITlP..lltOS ( 8pi). 
Ex.2- O teorema de Darhoux: Outro exemplo importante é quando .M 
T"Q, fibrado cotangen.tc sobre uma variedade real n-dimcn.aional Q. 
Seja {Ui} mna cobertura de Q, tomamos como coordcnadRS locais de A.f (em 
'J;Q), o conjm1to {qi,Pi = dqi}i,J=1, ... ,n. sendo {qi} as coordenadas em Uie dq1 a 
h.,'\00 de co-vetores sobre ui. (duais à Ôq)• 
n 
A estrutura slmpll~tiea é dada em termos das coonlcnru:la...,: locais por w =L 
i'"' I 
dpi 1\ dqi. 
Com efeito se [, E T(T;Q)p , ie Ç é um vetor tangente no ponto p E T*Qq, 
tema:; que a derivada 1r.,: T(T*Q) ............... TQ da projeção natural ?r: T"'Q -t Q levd 
o vetor Ç para 7f,,{ tangente à Q no ponto q. Defmimos uma l-forma (c.anónica) (} 
mn 1"Q por O( O = p(n.O (p E '/"Q). 
Em coordenadas locais O = Li Pidqi. Esta é notoriamente não -degenerada c, 
por construÇ:l.o , fcdw.da. 
A consin1ção acima é intríuceClt, ie, indcpende doH si::;tema de coordenada.~ 
mn (J. ()é chamada l-forma canônica. 
Tipicamente, Q 1..: o mpaço de configuração de si<:ltcmM clá:;;sicos, c T"'(J o 
rnpa<.;'t) de fase. 
SIS'l'l<JiviAS CLASSJCOS 5 
A importância de fibrado cotangcnte é fmtdrunentada pelo teorema de Dar-
boux que assevera que todas as vario:lad03 símpléticus siio localmente descritas 
como 1.m1 fihrado cotm:tgcnte, ie, se ( M, w) for mna variedade simplHiea 2n- [!/ 
dimenc;ional, para qu~ktuer m E M cxi.:;;t.c um aberto uf8cndo m e um sisLemaY-
dc çoordcnad.M {Pt, 1/ }em tal que w = dpt A dqi em U. · 
A dcnomin~~\o de tal teorema pode ser vista, por (JXcinplo em [Woo]. 
Decorre que localmente podemos achar tuna l-forma O tnl que w = dO. Nem 
sempre existe tal 1-formn O dcliui<la globalmente. 
Por exemplo em variedades simpl<:t.ica.<) sem bordo, não pode cxi:;Lir l,all-fortlk'\ 
global. Com efcíto, se w = dO globalmcnt.c, Cltião, 
(1.7) 
onde wn é o elemento de volmnc. 
:Mas J wn não pode ser identieament<~ uulo; o que nos leva à contradição. 
M 
As coordenadas {JJi,qi} de Af são chamadas canônica"!. ~~~<:~la."l não são ünica."l. 
De fato, o grupo simplétioo leva um sistema de <:oordenadas <'.anônicas em outro. 
A'5Sociado aos fihradoo cotrulgf' ... ntcs existe outra no~ito importante, que sào H.<:> 
foliaçi'.lCS vertioUs. 
Seja M = T" Q e tomemos o eonjlmto das hipersuperfícies de q' s <X>IL''ltantcs. 
O espaço tangente a tais hipcrsupcrfídcs são subcspar,;os do espaço tangente TA.f. 
'HU construção defme uma dist.ribuição, que é de forma genéric,"\ um sub-cspa<."'<> 
de fihrndo tangente. 
No ca."lo, a distribuição 1.~ mna foliaçâo, a foliação vcrtieal, por krmos subva.r-
icdadcs em A1 que geral a distribuição. 
Dizemo& cntim que o fihrado cotangcnte é foliado por (~pa<,XJ cotangcntcs in-
dividuais ( a."3 superfícies de q constante). 
PostcriomJcntc veremos: com mais acuráeia as dcilniç<X~ de foliaç(X.."3, di~ 
1,rihui~-ões e polarizações. 
CAMPOS VETORIAIS HAMILTONIANOS 
Dado que consideramos ( 111, w) <'~"f>H.(,"' de sistemas clássicos, c= ( A1) é o con-
juntos doo observáveis dás .. <ricos. Qmmdo Af é o Iibrado cot::mgenü:: dmn espa~·o 
de conHguração, f E c= ( M) é simplesment-e uma fm1çi\o da posi~:ào e do mo-
mento. Os observáveis clá.•.;sicos, além de serem a..;; quantida.dC3 mcnsuni.vcis que 
adquirem valores para mn dado eE;tado do siatcma, sim também geradores de 
fanu1ia.'3 unipa.ramétricas de transfonnaçõcs canônicas. Por exemplo, a função 
Ilamiltoniana gera a evolução temporal, os componentes do momento linear c 
angular, &9 translações e rotações. 
SISTEIYIAS CLÁSSICOS G 
A ligHção geométrica entre estes doi<:; a.,pcctf~ é construído como segue: Seja 
f E C00 (M) <' sQjn X 1 tun ca.mpo vetorial dado por: 
w(XI)(Y)+df(Y) =0 (1.8) 
X r preserva w no sentido que: 
Lx1w(Y,Z) = dw(X1) (Y, Z) +d(w(X1)) (Y, Z) = -d(df) (Y, Z) =O 
onde Lx1 denota a derivada de Lic associada ao campo X 1. 
Segue que o fluxo Pt. de X 1 é tu na úunília unipara.métrica de difcomorii<nnoo 
omônicos locais de !VI (X1 gera 'm1 difeomorforflsmo glohi\l somente no r...aso em 
que for completo). 
Ghruuaruos flt c .X1 o fluxo !'.J.mônk..o e o campo vetorial Hmniltouiano g'<'xado 
por f. 
JDm coordenadas locais temos: 
w dp' A dq,1.9 (1.9) 
ilf ar 
df - -dq; + _. dqj 
{}qi 8pj 
Df Di 
X 1 c;-c'Jp, + 0-Dq;, OPi qj 
<~ p1. é a solução da equação diferencial 
, Of iJf 
q = Dpo' Pi = {)qi" (1.10) 
Por outro lado, se X for uma campo vetorial que conserva w, ie, Dxw = O, 
en!Âul d{w(X)) = O (j~i que dw = 0), e portanto, pdo menos loenlmentc, existe 
mna fm1çâo f tal que X = X 1; f sendo dctcrmir1ada por X a menos de uma 
constante adhivn. ~Hlis campos &~ chamados campos IIrunillonianos loea.is. Se, 
X = X 1 estiver d<~fmido globalmente para algum f E COC) (Af), então f é dito 
Ilamiltoniano. O mnjunto dos campos vetoriais Ilamiltonianos locais é denota-
do vr·"(~f) c V 11 (m) o conjunto dos c.ampos vetoriais IIarnilt.onianos (globais). 
Obviruncnte Vu(M) c vw(M). 
Propoolç;'io: Se X, Y c Z E vu1 (AI), então [X, Yj = X1 , onde f= 2r.v(X, Y). 
Já que Lxw =O c d(<u(Y)) =O, \emrn 
w(IX, Y]) (Z) L,(w(Y)) (Z)- (L,w)(Y) (Z) 111 
(d(w(Y))(X)) (Z) + (d((w(Y))(:r;))) (Z) 
- -df (Z) 
(1.11) 
Decorre que V UI (!vi) é uma tilgebra d<~ Li e soh o parênteses de Li c e que 
V H ( M) é mn ideal da álgebra.. 
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Exemplo: Os geradores do Grupo Simplético 
Seja (V, w) urn espaço vetorial aimplético e seja g \Una formn quadrática em 
V. Dcfmimos f(x) = ~g(x,x). O fluxo canônico associado a f é 1un subgrupo a 
wn parâmetro de SP(~w). Bm coordenadas se 
I= -C!tfPb- Dabqaqll + v~abPaPb 
Logo, 
( 1.12) 
u:(P)~(c D )(P) q B -Ct· q (U:l) 
A forma quadrática g é relacionada eom a matriz R por: 
g(X, Y) = 2<<1(X, RY). 
'Jbdn.<:J esta.~ dcfmiçôcs podem SC'I gcncrali:t..mlas se cxtmulcrmos o corpo Jmra 
os eomplCX.<)B 
PARÊNTESES DE POISSON 
Os parêntes<..'<l de Poisson de f,g E C00(M) é a ftmção [f,g] E Vc(M) dcfuüda 
por: 
{f,g) = XJ(g) 
em coordenada.'> locais i<:mos: 
T'cmoo M proprk>dadcs: 
pj J,g, h E C00(M) 
a){J,g) = -{g,f}(antisimct.ria) 
b)[X1,X.J = X 1f,g[ 
e){!, {g, h))+ {h, {f,g) J + (g, {h, f})= O (id de Jamhi) 
X1(g) = dg(X1) = -(w(X,1))(X1) = 2w(X1.Xg) 
Então <k'(~orre a anti-simetria do parênteses da antisimetria de w. 
Por inspeção verific.,v-sc também a identidade de Jac,ohi. 
(LVI) 
A segtmda decorre da propriedade de fcchmnento dos campos localmente 
Ilanútonianos com relação ao par{>,ntcscs de Lic. 
Cabe observar que a identidade de Jaeobi é de fato cquivale..ntc à propriedade 
de fechamento de w. 
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O parênteses de Pois .. son mune C00(M) de uma estrutura de álgebra de Lic 
de dimeu .. <>â<> iuli.uiU:L (a álgebra dt.)S ohscrvávd.s cl<.'ssit.."'S) c f - X 1 é mn lur 
momorfismo de álgebm de Lie de (C""(M), {,))em (V,1(M), [,]). O miclro do 
Homomorfi.'ólrno é o conjunto da..s funções cow:;tantes, de forma que (V11 (11-I), [,J) 
. O núcleo do homomorfmmo é o conjunto da..<i funções constantes, de forma que 
l~,(lv!) ,-..., G=(A.f, R) (isomorfiSmo de Álgebra de Lie). 
Podemos novamente cxtcndt:r naturalmente a."3 definições 1mra o corpo com-
plexo. 
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FIBRADOS LINEARES COMPLEXOS 
O que d<~..,cjmnos agora é cstahclcecr um método matemático para a de .. <>criç.âo 
de quantizogl.o. Para quantizarmos um si<>tcma mecânico--clássico, precisamos 
de wna fonna de asHoeiarmos grandc'Zas iípi<-..as da medlnicn dás.sica, tais como 
momento, energia, momento angular, posição, etc., a operadores hermiliano.."l sobre 
a~ frutçi>ffl de onda. 
De fonn.-o geral temos ~:,•Taudez:a.s dá•OJ.•>ic.a.-, descritas por funÇÕffl sobre a var-
iedade simplética (Jtvf,w), que serão a.s.<>ociadas com operadores henrritíanos que 
agem sobre o cspa(,'O de IIilberL 1i. 
Vimos que os "observáveis chi<>.'Úcos " (em contraposição aoo obRCTVáveis quâ:n-
ticoo), geram família<> uniparronHricn."> de transfonnru:;<x::s e~môniea.9. A esta trroJS-
formaçâo CHllônica sobre a variedade, iremos corresponder uma trausformaçõa 
unitária. sobre H. (Neste sentido, a qmmti;r,ação torna-se similar à teoria de rcp-
rcscnta.çiio ctn cspa~:,;m de lJ ilbed), geradas pelos opcradon::s hermitinnos, oo tais 
observáveis quAnti<~os. 
Ainda st!gundo H-" i(U:i.as hf'i.s:ico:\li da quauti?,ação, ao par(]ukscs de Poissou 
sobre as funções, e<Jnivalcní. o comutador dos observt:ívcis quânticos (sendo mn 
homomorfismo Li e-Alg;ébrico). 
Vmnos cnwtciar estes fatos da scg1Iintcs forma: 
À 
se f -+ R for o "observável " clá.<>sico e f o operador hcrmitiano ;_l.">sociado 
eutii.o 
A 
(l) f~ f ô linear (sobre R) 
À , A 
(2) se f é constante, cntiio f concspoude n.o operador produto (!.1 =f ) 
A A 
(:J) o parêntese<; de Poision {ft, f 2 ) é map<A<lo "'" [ft, f,] ~ -ih {f,, f,) 
(1.15) 
Como já disscmoo, a.,., ftmçôes de onda s..W elementos do espa.ço de Hilbert (ra-
ias ou distribuições). I~Jll,rctmJto, confonne o nosso interesse objetivo, ie, conforme 
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o fenômeno específico ou a. medida CSJK>cífica do sistema que desejamos de.<:>crcv-
er ou fazer, selecionamos um sub-conjtmto do espaço de Hilbert, cuja base seja 
composta por auto-ftlll(,'Ôes de determinados operadores {h} (que cor-respondem 
às medídas ou fenômenos desejados). De fato, d.,"lS regra.., de comntaçil.o dos oper-
adores { Ji} , i E I , como em (1.15) acima, podemos saber quais os operadores 
simultanf'..amente diagonalizáveis (mensuráveis) e daí fficolhermos o conjtmto de 
fmtções {Wi}, auto-funções destes operadores simultaneamente diagonalizáveis, 
que desejamos encontrar/trabalhar. Este conjunto é drncrit.o gcomdricmncntc 
por seções de polarizações dtun fibrado linear complexo sobre M. Dc<:~ta fonna, 
não noo basta a variedade simplética (M,w) para descrcve,rmos os fenômenos 
<IUânticos. Precisamos desta estrutura geométrica, oo fibrados línf'--<'lfCS complexos, 
para dffierevennos os opm:adores { Ji}, a.'lSOCiado às grandcza'3 do sistema, c às 
funç&s de onda { W i}, descrevendo a naturC".t..a do .&'istcma. 
Um fibrado de linha CQlllplexo é o caso particular 1-dimC'Xlsional de fihrados 
vcto1·iais compkxos . 
Seja AI wna varitXlade diferenciável genériea, e (V, C) um o:;paço vetorial 
n-diinen."'ional. Um fibrado vetorial (IJ, M, V,1r) cm1.8i.<:~te de wna V'dricdadc difer-
enciável B a:;paço total , e mna projeção 1r : B -t AI, tal que, se { l/,:} é cobertura 
de Ma imagem do "pull-pack OI da p:rojeÇ<"W de uma abe-.rto ui é difoomorfo ao pro-
duto ui X v' L5to é loca.lmCiltc, a vari(..'<.ladc B se panx:c com ui X v. Temos cnt.i":t.o 
difcomorfigmos {r~.,ui} chamados trívialízrn,;'Õcs locais ,T: ui X V(= C .. ) de forma 
que, ponto a ponto, i e, para cada rn E M' Lemos Tm : { m} X C'1 -t V 11 = ?f-I ( m)' 
de forma que Vm, a libra sobre m, tem estrutura de e.gpaço vetorial. 
Observe que, da fonna construída acíma, o mapa composto 1f o T; : ui X cn é 
tal que 7rOTi(nt,f) = m. 
No ca<;o em que n = 1, .ie, as fihl"&"' &1.o difeomorfas à C, temm os fihrados de 
linhas complexos, objetos estes que trataremos a partir de então. 
A partir da coleção de difeomorftsmos {Ti, Ui} , construúnos as fnnçi)C."' de 
trru.tsiçào Cij : (U; n Uj) X c ------t.{Ui n Uj) X c, Cij = rj1ri, ui n Uj, 
Tais função { cii} têm as propriedades: 
Ci.fCji - 1 sempre que Ui n [!j f- ~ 1.16 (l.l!l) 
CijCjkCki 1 sempre que ui n Cfi n fh -I <? 
De forma <:..'qnivalente, a partir de tuna cobertura {Ui} de M e mn conjunto 
de funções [cu} defmidas sobre cada intersecção não vazia, com as proprie<:lades 
acima é poosívcl construirmos um fihrado de linha L. 
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Basta COit."Üdcrarmos o ~'Spaço total como a união disjunl,a dos abertos ui X c 
módulo a rc:tuy.\o de cquivalt\ .. ncia ('114, Zt) ""'(mb Zj) sempre que (mi, Zi) E (Ji X C 
e (mh ZJ) E Ui X C, rr4, = m; c Zi = cii(n4.)z1 . 
Portanto, os tipos de fibrados de linha s<lo definidos pcl() m1cl de flmções { Cij : 
ui n uj }que tomamos. Por exemplo, se lvf for variedade complexa., iomandt)-SC 
{cii E O*(UinUJ)} ontlc a~(l!i) são as f1mçõ("::J holomórfa.<; nât~nulas, consintúnos 
fibradoo de linlm holom6rfica.~. 
SEÇÕES, CONEXÕES E CURVATURA 
Vamos voltar a tratar o..;; fihrados vetoriais 13 de f01ma genérica. 
Uma seção (f dum fibrado vetorial 7r : B __,. IH sobre U C AI é uma mapa 
c=(M) rr: U -• fJ t,al que u(x) E V,(~ C), 
No ca.·5o de librados de linha1 as scçõe:; serão mapas de cada pouLo da VTU'icdade 
em C (resencialenmtc), ic, tT(x) E "Va:, ""C;r.. 
A"' seções farão "o papel " da.c; funções de onda sobre a variedade Aí (que por 
sua ve:r, dcscrcV(~ o espaço de fa"'c do sistema ehí_"'.<.;ico). 
Portanto os operadores {h} (descritos em 1.15) dcvenl.o ser operadorc::; que 
agem no espaço cÚ\s 5't~"Ões. 
Operadores diicrendais sobre as SC\'Ôcs são obtidos via uma conexão. Uma 
conexão \7 num fibrado vdorial eomplcxo B ~ AI é uma mapa C-linear V : 
.Nl(B) ..--.+ Al(LJ).,ondc Ai é o wpaço das i-formas V-valoriYAlda.">, satisfazendo a 
regra de LL-'ibinl?.: 
'il(!cr) ~ df C9 a+ j''ila 
pam qm~isqucr seç(>es rr E A0(b) c funções f E c=(J\r!). 
Desta forrna, uma conexão é uma maneira de di1Crenciarmos seções (em primeira 
ordem). 
Se tomannos um referencial { eih""l, ... ,n para B sobre U E AJ ( { ei}x é base para 
cada fibra V-"t = n- 1 (x)), então dada mna conexão V sobre B, podemos deç.ompor 
'Vei em componentes , a sa.bcr: 
(L17) 
A matriz O= (O,íj) de l-forma':' é a matriz conexão de '\1 eorn respeito à {ei}. 
Uma seção genérica a pode ser escrita como L aiei. D(lSta [orma 
'ilrr ~ 'L;(d<T; + L;,<T,Ot;) 
A (~colha do referencial {eih,,e~, ... ,n e da matriz O determinam completmncntc 
a concxao. 
A matriz O num ponto ;t;0 qu.alqucr, depende da escolha de referencial numa 
vizinhanç'a de x,_, (veja como definimos acima a escolha de {cd sobre U). 
Se e'= {e'd for outro rdcrencial U1l que 
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( 1.18) 
tal que, 
Interessa-nos os fibrados de linha eompl<'xos. 
Primeiro, definimos as seções unittu-ias por e= r(., 1) (para fibrados vetoriais 
quaisquer et(z) = r(z1 Ct)), s<mdo (Ui, Tt:) 88 triviali:~...ações lo<:a.is, qm~ ~ilo elementos 
Il<~O nulos de CU(M). 
A conexão, eom relação a seção unitária e, alercve-se: (eq(l.17)) 
'7e = Oe 
Se deri.vannos na direção dum campo X definido na base temos: 
"Vxe = O(X)e 
E para mna seção (mütária ou não) qualquer a= IJ!e, temos, 
\l(u) = 'ii'(we) = dwe + wOe = (ri+ O)we 
(1.19) 
(1.20) 
Ainda, t..'lll relação à uma troca de t,rivializa.ção r -t T', k;mos outro referencial 
d = T'(., 1), tal que e'(z) = Ç(z)e(z) {como em (1.18)), c para o Lermo da conexão, 
temos: 
Od = <il;(z)Ç(z)- 1 + Oe (1.21) 
onde Ç(z) E SL(l, C). 
Dcfinimoo também o levantamento horizontal de 1m1a curva "f E A/ . Este 
será uma curva f'"no fibrado B que se projeta em }, ie, n{r*) = "'(, c, cujos 
vetores tangentes à curva são horizontais. DeJlotamos, da mesma fonna, por X* 
o levantamento horizontal dum campo X tangente à r. 
A conexão pode também ser definida <~omo a separaç<io do espaço tangente 
T B do fibrado em tmta parte vertical (com vetores tangentes à fibra) e uma 
parte horizontal. Define-se a 1-fortna de conexão a de modo que, se Y for vetor 
hori7..ontal a(Y) = O. 
Amha..,_; noções s.:W equivalentes, c sua equivalência pode ser vista em [Sny]. 
Neste trabalho após longa manipulação podemos ler: 
'ii'xa = 21für•a(X)cr ( 1.22) 
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onde V x (~ a d<:rivada covarim1Le na direçào dum campo X deHnido na bn."le 
M, u é uma F.I(,'Çâo c !l"' 6 o "pull-lmek " aplicado à l-forma o:. 
Desta forma vemos que O (que no primeiro sentido ( 1.17) define a conexão) é 
a l-forma local (na ba<re) da l-forma de conexão n. 
F....stas ·várias noções de conexão permitem-nos ter uma visiio geométrica da 
quantizaçào de Bohr-Honuncrfcld, que <:lmmarcmol'; de pré-quantizaçiio. 
Os fi brados lineares com conexão (L -t ( ll1, w)) serão nosso espaço ambiente, 
onde a variedmlc de base M scxá o nosso espaço de fase dát:;sico, a<; scç(>CS do 
fibrado formarão o espaço de Hilbcri. ll.a.o;; fmu,:ÕCH de onda. 
A concxiio ('.::;tá associada à derivada covarinntc. O em teorias de calibre sito 
os t>otcuóais de calibre. 
Nestes termos diremos que o fihrado linear D é a pré-quantização duma var-
iedade simplética A1 se (A!/, w) for fi brado com ba.<>e A1 c: 
(L23) 
ie, a cltrval;tm\ drx projd .. a-se na forma simplúücn w. (h ú a constante de 
1'1-"lttdt). 'làllibrado linear existe se e somente se (2nli)-'w ddinir 1.mm da."!Se de 
cohomologia de deH.ham inteira (m)hrc Z). ljx:preAMda de ou!,m forma ; 
Gl- se a da.'lSc de (2:n"li)- 1w em ll 2(Af, R) f.--stivcr ua imagem de J{'-( M, Z) . 
O sentido físico desta, que é chmnada, comliçào de pré-qua.ntizaÇio ou condição 
de inl.cgrahilídade, é muil.o simples. 
Como t.cmos definido as funç(x.><;. de onda enquanto SC<,;:"<X.-.., sobre fl,f , imag-
incmoR tuna tmjctória cMssica fechada (um laço) Hobrc o CHJ»l.ÇO de fase M. O 
lcwmtarmmt.o horizontal de tal t.rajctórja é indicado na figura abaixo. 
Se o levantamento ú rca.lizado por umn seção W (ou { W} quando não tivermos 
uma seção globalmente definida, o que é mais U."'lllal), para que W esteja bem 
definida é nece$Btirio que: 
i 1 i r 
exp(/i .T, O)= exp(/i Js w) '-' Z, (LU) 
onde 88 = 'Y· 
Esta., fa')(·:\"> adqlliridas pela ftmçii.o de onda numa trajcl.ória fccha(L"l definem 
o grupo de holonomia. 
A existência de tais fa."lCS não triviais explicam efeitos como Aharanov-Bohn 
c as fases de Bcrry (ver [Nak]). 
Antes de J.cfinírmos mais precisamente do grupo de holonomia, c, uma v-ez que 
já definimos as ftmçf>CS de onda, precisamos estabelecer a ~ügcbra de operadores: 
Dada mna funçâo .f definida em ( fv!, w) qtwremos eneontrar um operador 
A 
lin('.ar f sobre o csp~\ÇO de SCÇÔ<'S • 
Da mesma fonna que f geram fa.mt1ias mliparamétrica"J de t.ransfonna.ções 
(".a.nônicas (ver ( 1.8)), i e, a f a .. "'l.c.;ocia-se o campo vet.mial X 1 de forma que Lx 1w = O 
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( Tj x 1 = derivada de Li e); esperamos definir um campo f. 1 no fibrado inteiro, 
de forma que preserve o:. Lcmhrando, o~ l.l o. "pull-lm.ck " de w. Desta forma: 
L</'= O. 
Partindo-se deste fato, é possível mootrar [SnyJ que: 
onde X! é o campo vetorial hamiltonia.no associada à f e Vx, é deriv-..u:la 
covariantc definida anteriormente. 
Desta fonna, dcfmimos o seguinte homomorfi<:~mo de álgebra de Lie: 
À 
f ~f= I;, f= -ih'Vx1 +f (L2G) 
que satisfl:lZ as condições requeridas em (1.15). 
Uma descrição ma.':'i acurada do grupo de holonomia pode ser vista no apêndice 
L Para o momento, intcres..'3a-nos a Uúormação descrita acima, ie, a função de onda 
num ponto fic.a defmida a menos de uma fase integral exp( * f "i O) = exp( * ,{.9 w ). 
'1'omando-sc a imngcm dos vários po&.">ÍV'(!is lft<,.:os { ')' J na lm .. <;e, definimos o 
h'Tllpo de holonomia { exp( { :f, O)). 
A condiç:tio de quantizaçào também b expres&'l(la em l,ermoo de tais fa."i'cs como 
em (1.2,1). 
gntrctant.o, as condições {1.2a c 1.24) de quanii:t .... 'lç.::to, nào esiahclcecm a tuÜ-
cidade de quantiz_.ação. De fato, como a condição de quantiY_.a.çâo é expres..'k"l(la por 
dü = (2rr!i)-1rr*w, podemos achar mais de 1m1 fibrado linear Li com cone:xiio Vi 
nào equivalentes cuja t..'lrrvatura da projeta-se na forma sirnplctica w. 
A saber, se, por exemplo (L,\7) é um fibrado lim)al' com conex.ào, se constru-
irmos um olttro Jibrado (L' = L 0 F', \7'), onde F é wn Jihrado de linha. eom 
conexão plan.a, o Hhrado L' tem a lll.Cb'llla curvatura, expressa na base por w. 
li)xplic:itamentc, podemos verificar esta constntçâo em termos da."J ftmçõcs de 
transição. 'ICmo.<J visto que um conjtmto de ftmçiies { Cij} dclinida:':l nos ahcrtoo 
{Ui n U5} ,onde {Ui} é col)('·xtura de M, tmiisfazcndo (1.16) defim:m unicamente 
um fihrado de linha. 
V amOR tomar em C'.acla uj mn potencial simplêtico o j (a cxistênda de tal 
potencial é garantida pelo teorema de Darboux (descrito no <~omcço do capítulo)), 
c seja uma coleção de ftmçõcs Ujk deHnida.<:~ nas intersecç(.>es não triviais [~i nuk -1 </; 
(uJk E C00 (Ui n Uk)) ou O"(U1 nU};:) confonne convctúência), tais que: 
i) dUjk = H Oi- Ok),scmprequcllj n uk f 4> 
ii) (21fh)-l ( tljk + Ukt + Uij) E z,.':lemprcqncUj n uk n UI f. o/ 
( 1.27) 




i ( - Oi- O,) 1.28 
" 
(1.28) 
Tais { Cjk} definidas cxponenci.-ondo-sc { 'UJk} são fuuçôcs de l,rmh"lição <hnn 
fibrado de linha. L tal que lc10 determina uma conexão e /c 1w llllU\ curvatura. 
I!::xiste cntrct.anto uma liberdade de definiy"io de L c V (ou, de fornm (XJUiWl-
lcntc, 0). 
Na cqmu:;.<\o {1.27), poderíamos trocar UJk por UJk+]/jk onde YJk são constantes 
tai.'i que 
( 1.29) 
pam toda intcrsecçofto Ui n Uk n Ut f 0. 
Desta forma, definimos a funções de transição tjk = exv(iYik/lí}, eorre.'3pon-
dcntcs a lill1 .fi brado de linha com curvatura nula F, e o I.ibrado total L' = L 0 F. 
Por fim precisamos apenas algtm.<:~ resultado..<:~ relacionando os fihrados de linha 
L como os con.<:;tn.tídos <;om a teoria de rcprescntnçüo do grupo fml(lamental. 
Logo apôs ( 1.26) relacionamos o grupo de holonomk1. com mna dada concxào. 
V<..'lnos que para cada laço')' : [O, 1} ---1' M, ten1oo um elemento do grupo de 
holonomia exp i 1: O onde O é a conexão. Vemos então que o grupo de holonornia .r o 
é rt~prcsentaçâo do grupo fundamental de A![ (ver Ap) sobre o csaço de Hilbert de 
H<Çôes 1i. 
Vimos também que a liberdade qnc temos para escollicr li é relacionada <Xr 
mo fibratlos planos. Do teorcnm de Ambrosc-Singcr, sabemos que os ,grupos de 
holonomia de fibradoo planos são discretos (Ap). 
Portanto as reprt.":''f'JJ~-ões diS!'..rck'l..~ do grupo de l10lonomia uo <.'Spaço de seção 
também classificam os Hbrados de linha correspondentes à quanlização de ( A,f, w ). 
Iremos necessitar dt.'Sta.<:~ idéias. 
QUANTIZAÇÃO GEOMÉTRICA 
POLARIZAÇÕES E DISTRIBUIÇÕES 
() problema da pré-quant,i7.ação dc..<>cnvolvida anteriormente é que o espaço 
de Hilbert obtido é "demasiado grande " para representar o mpru;;o de fa.-;c de 
sistema<:~ <tnânticoo fisicamente adrnis..:;ívcis. 
Por exemplo, no ca.'ID dos fihrados cotangentes, o espaço de Hilhcrt obtido 
contém fun~úc..s de mnha.~ variáveis (p, q) posiçflo e momento. 
Dev(~moo então limitarmo-nos a escolha de seções esta:=;, qnc se restrinjam 
a algum sulr-fihrado do flbrado linear. Para tal, cscolltcrcmos 8C(,."<".im que siio 
paralelas ao longo de unm polarização. 
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IremoH agora <l<'Renvolvcr eom brevidade tai."l omeeitos (para um estudo maiH 
at::urado) veja (Woo]). 
DISTillllUIÇÕES 
Uma di.<ttrihnir.;ào P de dimcn&~o r numa varied.a.t:}() iH 1 (~ um suhiihrado de 
fihrado tangente '1 'M 1 i c, é uma dmignaçào cada ponto m de M, um Bnbesp&,.'O 
r-dimensional (a fibra) Pm de 1'mM. It dita diferenciável se para cada ponto 
m, cx:istír vizinlmnça U 3 x c J'-('.a.mpos vetoriais dif(~renci<í.vcis {Xt, ... , X r} que 
fOrmam uma base para Pm em todo ponto m E A/. 
Um campo vetorial X per!.cnce à P se Xm E Pm para todo m E AI. Denotare-
mos Vv( Art) <> conj1mto dos campos tangent..cB à P. l•'inahncntc, Pé dita invulutivo. 
se [X, YJ perte.rlr.-<>.r à V,1(A1) sempre que dois campos X, Y pertencerem à Vv(kf). 
A existênóa de campos vetoriais pcrtcncentrn a uma distribuição tai<i que 
ponto a ponto fonnmn uma hMc pnra Vp ( M) , nos garante que a dimensão da 
djstrilmit.1io 6 nmst.aute. 'Ihis distrihuit.1'iC'H Hiio eh:unru:l~1.<> .reg11larcs (~ HC!J"lÍ. o c;1so 
de agon~ o por vir. No t~a.so de dist.ríhuiçôcs <:()mplexas t.n\halhrtn~moH também 
t:om d~':l'tríbuiç<lcs <le di:mcn::~ão c__omplexa consti:Ultc. 
Uma suhva.rie<ladc <:tmt,'XH N de AI é uma Wl.riedade integral da dif:!trilmic,.7io 
P se f* (1~(N)) = Fp para todo p E N, onde f é o imersito de Nem Af. 
Se não existir outra variedade integral de P contendo N, e.':ltá é dita variedade 
integral maxlmal da distribuição P. 
Se por tun lado, gostaríamos de estabelecer o suporte para a.s s~>ç(x:s admi."J.."l.Ívei.:; 
{no .<>eutido fíHico), suhst..ituindo o espaço:) de Hilbert 1í da prô-qnant..izaçilo pelo 
suheszx"lÇO da.':l seções polarizadas quadrado integnivcis, por outro, havemoo de 
observar du.aa dillculd..·l.des ao fazi>-lo (ou para fazi>-lo), a sahcr: 
A 
i) p.:·ua que os operadores {f } corre.."lpondcntcs à {f} f,'Cjam hem dclinida.s 
Hohrc as SCÇÕffl polariZ.'\das, ic, mapeiem seçôes polv.rizada.s em seções po1:"1-riza.das, 
o fluxo X! deve pr(-,">Crvar a polarização P. 
A A A 
Este fal() vem de "Yx(J a) =f (V'xo-)- ihY'1x,x1]1 ou seja, para que f o- seja 
polarizada smnpre que a o for [X,X1] deve pcrtem:cr a Vv(.M) para X E Vr(kf). 
H) pode Hcr que não existam seções polarizada.9 qumkado inlq,'T<-ívcis. 
A primeira condição impõe rcstriç()CS sobre o espaço de observáveis clássicos 
que podem ser qua:nli7aios. Por exemplo, para polarizaçôes r<' ..ais l.t-'lHOf> que f 
deve ser na forma .f= v""(q)n~ + u(q) (ver [Woo]), V a c ·u, fWlÇi'X'B c= da posição. 
No !' .. aso lüi.llcr, f deve ser tal que X f seja um campo de Killing. 
A scg;unda eondig\o nos forll(X:C uma rcstriç.-;:;.o ~mhrc a CBtrnt.ura geomólrien. 
da polari"'ayl.o. 
No cn .. so Kallcr, predsmnos que o 1mlcucinl seja positivo-definido. 
No que segue trataremos deste c..t.\1·'-07 ie, polarizaq'ics Küller po .. '3itivas. 
O teorema de Frobcnius nos garante a cxisWncia local de variedades maximais 
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de dislribui~-õe:;, ie, se P for mna distribuição nmna varit.>dadc AJ, através de cada 
pmtf,o p e. J\.1, pama única variedade integral :Ína.ximfll N de P (ver [I{ oh]). 
Urna distribuição inLegrávd é chmnad.-""l folia.ção, e as vark'flades integrais max-
imais da foliação s.-:m chamadas folhas. 
A folid.Çâo P é redutível se o esparp llas: folha.~ for uma vark'<1'ldc Ilausdorlf. 
Uma seção é uma suhvariedade E de Af que intmccpl.n cada folha tn:msvcr-
salmcntc em exatamente um ponto. 
Da..-.; definições acima, vemos que as distribui<.,.-õcs v(:cm ao encontro, enquan-
to objetos matemático.':>, do que precísrunos. Temos definido a foliaç~) vertical 
tomando-se como superfícies integrais a.~ superfícies onde a fuuçõrn coordenadas 
{ q} sejam constantes. Desta forma a distribuição vertical Iica definida em flmção 
de apenas tnn conjunto de variáveis {p}. Observe que sobre os campos definidos 
na distribuição, a forma simplética anula-se identicamente (a hasc neste c.a.•;o é 
{D,.}). 
Dcfinirnoo, de<:~ ta forma, Uini\ poJariznçiio real duma V"dTicdadc siJnplética ( A1, w) 
como sendo uma folia~iLo por subvariedadt.":H Lagrangcanas, ic, uma di~lribniçào P 
sendo: 
(1) intch'fávd: se X, Y EM <mLâo [X, Y] EM, 
(2) Lagrang(',ana: ie, para ('..a<la m E M ,.Pm é um subspaço Lagrangcano de 
T,.M. 
(UO) 
A IlCCL."*lidade de definirmos as polari:t ... 'lçÕes é que nem sempre nos convém 
tralmlhar com a."l variáveis (p, q). Por exemplo, é conuun trabalharmos a repre-
sentação de Fock, onde definimos variáveis eomo (z = p + iq, Z). 
Na represenl,aç;io de Fock, t.rabalharnos com seções holornórficas, ic, as funÇÔ<!S 
de onda são apcna..<J funç&s de z, i e, W = W ( z). 
Para ddininnos de fonua geral as coordcnad.as de Fock a partir de tun (:spaço 
vetorial real, precisaremos definir a complexilicação deste epaço c tomar então 
tml subespaço cujas coordenadas sejam na forma re<tuerida. Definiremos n~pre­
sentaÇÕt~ mais gerais, onde &'3 de J:Ock indnem-sc, complexifk.ando o espaço de 
represenkoçâo. Heprcsenl.aç(>CS complexas aparecem de polarb_.aç:ões eomplcx.:'\6. 
Vamos relembrar primeiro alguns fatos de espaços vetoriais sobre C. 
Se (V, w) for espaço vetorial2u-dhnensiona.l (sobre R), uma cst,rutura complexa 
J em V é um operador definido em V com as propriedades: 
i).!' X~ -X 
ii)w (.JX,JX') ~ w (X, X') 
iii)w (X, J X) 2 O 
X X' EV 
' 
(1.31) 
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Desta forma (V,.!) é espaço vetorial complexo com dimensão complexa n,que 
denotaremos por V:1• 
Consideremos também a complcxiiic..,,.çáo Vc de V (dimcn&=i<> complexa de 
Vc = 2n.)! par<.\ onde extende--se w--+ wc c J--~" Jc, de mancim naturaL Em Vc 
a extensão c;omplcxa .lc de J t,cm os auto-valores i c ~il decorrente da definição. 
Os rcspcctivoo auto rnpaços w c;;_,-stto suh-C'3[HtÇOS Lagraugcanos com rclaçiio 
awc 
gm w dcünitn<>."l mn única fonna hilim:ar sitnétrica hcnuitia.na 11 por : 
lJ (X,X') = w (X, JX') -Hw (X,X') (1.32) 
Dentro de w existe tun subespaço p, = (X- iJ X} lHgTrutb>L'ano com rcL<t.Ção a 
w. Reciprocamente mn subespaço lagnmgem10 PC \!c tal que Pn F= O dcit.'fmina 
llliU:\ üniea esl..rutura complexa. .J tal que P = PJ(= (P, J)).O subespaço F'; define 
a representação de I~bck. 
Para ver a eq1úval~ncia de<~tas definições com as usuais Il<'l. fíHica, lnl.">ia tomar-
mos por exemplo um referencial silnplélioo {Xa, Yo} em (V,w), (g(.w) uma matriz 
não singular n X n, de forma que: 
JX" - g,.,Y,l.33 
JYa -gabXb 
Desta forma as ooordmmdas em P1 escrevem-se Z = xa - igabY11 • 
Vimos acima que uma estrutura complexa crn (V, w) equivale a mn subespaço 
lagraugca.no P C V c tal que Pn Ti= O. Por outro lado, extrmuisam-sc espa.ços 
vetoriais lagn:mgano11 n~.tis P C Vc tai<> que P =f> . 
No ea.")(l geral temos mna situação intermediária, onde Pn ].:>varia entre O c 
n. 
TCndo definido cstnttura.<J complexa.-; em espaços vdoriais, podemos trans-
portar tais ddiniç(.leS para o fibrado cotangeiitc. Pelo tt.x>rema de Darboux, 
podemos também estender a vari{,-'llades simpléticas quaisquer. Devemos entn."-
tanto tomar o cuidado com a .. <> mudaiiças de carta para que preservem a estrutura 
desejada. Por <"Xemplo, se loealrncntc temos trabalhado com coordenada~ de Fock, 
<.k.-rejamos que esta.s coordt..'Jlada . , possam sm definidas sobre toda variedade de for-
rua compatível. 
Definimos uma pola.riz,ação complcx.,"l duma variedade simplética ( Af1 w) é uma 
<listrihui<iw P em M tal que: 
i)para cada mE ll..f, Pm C (7'mAf)c seja lagrangea.tm, 
íi )a dimensão de D = Pn p nT i\.1 seja cormtante 
iii)P SGia inteb,_·áveL 
( 1.3<1) 
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Note que a condição, 1Í1Üca a não aparecer na definição de polarizaçõc,s reais, 
garante a rigidez adma mcneiona.dn. 
Dcfmimos t.ambém polarb ... açõm fortemente integráveis se E'= IJ.l = ( P+ Ji)n 
T M for intcgrávcl. 
A.:; demais ddini~-õcs feitas com rclaçào a polariza(,~&::s reais estendem-se p.;u·a 
o CN)() complexo 
Como exemplo, seja o caso em que ( M, J, w) é variedade Kiihlcr 2n-dimem;ional, 
com estrutura simplética w, c estrutura complexa J compatível com w em toda 
variedade M. 
l!kistc tun potencial ]{ c coordenadas locai.:; za (a = 1, .. ., , n) , tais qne: w = 
íwaudza A d z-1'= i8 fi K {da definição de wJ.ri(xlades Ki:ihler) 
Existem duas po1arizaçõe.., naturaís: a holomórfa P c a antiholomórfa [l, ex-
pandidas pelos vetons 8/Dz e 8/Dz rcspec.tiv.uncnte. 
Como (localmente) w = dO, decorre que O = -W K .. Já que O aniquila vcton:s 
8/8;_, O é mn potencial adaptado à polarização P (reciprocamente O é adaptado à 
P). 
QUANTIZAÇÃO 
Finalmente vam(~ estudar o método de quantizaçâo geométrica, propriamente 
dito. 
J~í. temos definido a.":: polarizações fortemente integráveis dmna variedade sim-
plética (AI, w) 1 e seja L mn fi brado pré-quântico sobre 11!1. 
Definllnoo as seções polarizada..Y, então, como sendo seç(>es diferenciávei-:; (J : 
M ....-t 13 tal que V xa =O para iodo X E YpM. 
No c..a."'I da'> polarizações reais, isto si&rrlillca loealmcnte que a St'.çào, em fnnçâo 
da.s c,oordenadas canônicas (p, q), estão definidas somente em fm1ção de p (ou q). 
Seções localmente polarizadas existem sempre, por construç-l.o, dado que a 
curvatura de V se anula na restrição às direç{X!S em P. 
PodcmoR reprcsenlá-la.<J explicitamente, lembrando que lotalrncnte exi'itcm co-
ordenadas (pi,qi) (reais) e (zk) (complexa..:;) e mna. função real K (o escalar de 
Kãhler) tal que p é expandido pOl" 8p, e aZk e 
( I.:l6) 
é o potencial simplético adaptado à P. 
Na trivializaçâo local onde a forma de conexão é n-10, a.~ scç(x~s polari:.r_.adas 
são funções da forma W(q,z), holomórüca."' em z. 
No easo Kaltler O= -â[{ c IP é uma f:tmçâo holomórfa dez. 
Neste c..'"\So1 adicionando uma t:ousl,anle à K, podcmoR c .. <><.:rcvcr a estrutura 
Hcrmitíana em 13 na forma 
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( L:l7) 
(nole que este rpoduto interno é tonultlo ~;obre uma fibra). 
l~te é o material b~ico que ne<:cssitarmnos para a nossa análise. 
Como diB.'iCmO:':>, este restmlo não se pretendia um texto hn.<:ico, de forma que) 
JK'l.fa melhor apreciação rccomcndamoo {WooL c (SnyJ. 
Capítulo 2 
ASPECTOS SOBRE A -QUANTIZAÇAO DE SISTEMAS 
DE ESTADOS COERENTES 
SISTEMAS DE ESTADOS COERENTES 
O GRUPO DE WEYL-HEISENBERG 
Com ha.<Jc no repertório teórico até então desenvolvido, gootaría.mos de discutir 
algumas questões concernentes à quantizaçiio de Si"l.tcma.<> de I~tados Cocrcnt(_,-q. 
l!i!:nbora estes sejam usualmente apresentados com uma formulação fechada e 
(.'OJ1":>i.'3tcnte ([Pcr],[Wool) mostraremos algumas sutileza.<> que podem vir a gauhnr 
algmna rdcvância.. 
Vamos primeiro aprmentar os Sistemas de l~sta<los Coerentes no âmbito da 
teoria de representação do grupo de VVeyl-Ilciscnberg. 
Sem perda de generalidade, vamos considerar 1m1 espaço vetorial com forma 
simplética (V,w) bidimensional1 com base (p,q). Seja 1i o espaço de Hilbert dftS 
' funções de onda (seções de fi brado lüw,a.r cornpl(~xo L ---~" V). 
A A 
TCmoo definido os operadores P, q, correspondentes à." funções coordcnndns, 
<:om n."' rcla.~fx~ de conmtaçâo: 
[P, q] = /,,,2.1 (2.1) 
[íl, /,] [1, /,] ~o 
A 
onde h é o termo central da álgt~bra. 
A A 
Em geral h é apresentado na forma h= ihl, sendo I a identidade, e h a 
con<3Lmlie de Plmwk (i = v'=I). 
'1bclavia, cahc rcssaHar que a.<3 rcprcscnla,ç()O'I irredutíveis do !7UPO de Wcyl-
A 
lleisenberg dependem de fonna estrita dos vdlorcs a.'3Sumidos por h em cada rep--
resentação: 
A 
No que ooguc, e até que se torne J·cleva.nt.e à gcncralizaçiio, fixHremoo h= i!il, 
a Ululo <h~ iluat.raqlo. 
20 
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O gntpo de Wcyl-Hcisenherg é gerado pda .:tlgebra (le fjic adma tlmcrita. 
Ummmu)N W p1-U'a iudiçar o grupo c w pnm a ~i.lgchra. 
Outra. representaç.-'io de w muito utilizada, é a rcprcscnLa<,.-ão de F'o<'.k. 
Nesta, eonsideramos a complcxilk1tção de w (w, C), e tomatuoR o Hnbcspa<,.X> 
vetorial (que sf'..rá esscne.iahnent.c real, ou uuidimen.<Jjonal sohTc C), eom os op-
<~radorcs de criação c aniquilação ( at 1 a) (:omo geradores, <~ a .. ~ usuais rdar,..-õcs de 
cmm1üu:;:c~o 
A/\ 1\1\ 
q +i p t q -i p 
a = ..f2ii ' " = -..J'iii'2=h~. ' (2.2) 
[a,aiJ =I, [a,Ij = [ai,Jj =0. 
A A 
Elemcnt(~ gcnéric(~' de w são descritoo, na'i basrn (I,P,q) c (I,a,at) por: 
:r:Erv, 
'" = isl + * (P q -Q P) = isl + (aa- à al) (2.:!) 
onde n = }lli((J + iP). 
Desta forma, segue o comutador de dois elementos x, y E w, x = ( s, x 1 , x2), 
(t,y,,y,): 
[x,y) = i!B(x,y), (2A) 
onde lJ : V x V ------" R é urna forma hilllw ... "l.r antisiml~trica, dada por: 
Desta forma, B é nada mais nada menos que a forma simplét.ica w no plano 
(:r. 1,x2), segundo a not.'l.Çâo acíma (perdot.."\..._nos a misLm·a de notação ma.-. o fazemos 
para. tentar ocguir n literatura u.sual da ~í.rea). 
Os elementos do grupo si~o obtidos cxponcnciando os dcrncnl.os da álgebra, ic 
g E tV, 
g = exp(x) = exp(is/)D(a), (2.G) 
onde D (a)= exp (aa- à al) (vc>r 2.2 c 2.3). 
A representação de Weyl (exponencial da relação de conntt,aç.:~o (2.4)) também 
será fm1damental para nossas posteriores análi~es; a saber: 
expAexpB =exp (~ [A,B]) exp(il+ B) (2.7) 
ou 
exp !I exp B = exp [!I, B] exp A exp B (2.8) 
A análise da t:..•quivaMncia entre tais rqm:>t>cuLaçõcs, ic, a reprrnentação expo-
nencial da rcpn:...><rentaç;:l.o infinitrnilnal, (embora aparcntclll(-:Jltc óbvia) pode ser 
vista em fCarJ. 
SISTEMAS DE ESTADOS COBllBNJ'ES 
Para os opcradorm D(a), D(/3) obtemos, na representação de Weyl 
IJ(n)D((J) - exp(i Im(a jJ))D(a + f3) 2.9 
/J(a)JJ((J) - exp(2ilm(a fJ))D(a)fJ(f!) 
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(2.9) 
O termo Im( a {3) tem nm sentido geométrico simples, reprc&-cnl,a a área do 
lriâ.ngulo com vértices (O, a, a+f3). F_.sta noção será importante para a quautizaçào 
do sistema. 
A<:~ representações unitária<:~ irredutíveis do g;rupo de Weyl-IIeiscnhcrg são car-
acterizad.-:15 pelo teorema de von Ncumann {ou Stom:-von-Ncumann). 
A saber, já vimos que a álgebra de Hcisenberg é um cJ:>paço vetorial gerado 
A A 
por (.l,P,q) mtulido de lutt produto-comutador. O suhc.9paço Z gerado por I é 
duunado o centro da álgebra (o eomutador anula-se om qualquLT dcment.o do 
centro). Pass,.·:mdo para a representação de Wcyl, um elcmf'.Jtto do gmpo é mn par 
(t, V) onde t é um número real {o termo central) c V um vetor em V (gerado por 
A A 
p,q) com o produto 
--+ I -.' 1 --> ->1 --' _..,I 
(t, 11)(t, 11) = (t + t' + ZIJ(11, v), v+ 11) (2.10) 
onde B é a fomm bilinear ant.isimétriea (2,4). 
O Teorema m>S a..<:;SeVcra que as r~prcseniaç(>CS irre(lutívcis do grupo de llcisen-
herg são caracícri:t..ada."> pda representação da parte central da álgebra .. 
Par.<1 ser ma.i<> claro, vamos passar para a reprC'-SCntação ( 1)., 'H) do g:r11po W 
sobre ?i(=l~~paçt> de IlilhL't't). O k:rmo central (i, Ô) é mapc<ulo em exp(2'lri.\t), - ~ de fonna que a parte •central do produto (t, v)(t', v) é dada p01·: 
___..,. ,-" r 1 _...__,/ 
'l). lz; { (!, v)(! , v ) } ~ exp 2n Ài( t +L + 2 B( v, v ) ) (2.11) 
O número real À é arhitr{\fÍo () é ju.<:~tamente À quem fixa as reprcsentaçÕili 
irredutíveis. Esta representação fixada por À é chamada rcpresentaç.:;,o ca.rácter 
(no ca .. <>o do centro Z). 
O <'Arádcr de um grupo de Lie é uma função complexa x em C taJ que x(g) = 1 
c x.(gg) = x.(g)X(g') para g,g E G. 
Not.c que rcprescutaçõ<:s conjugada.':~ tem o mesmo caníctcr. 
O t.üorcma Uc vou Neumann e Stonc tem a seg;uinh~ da.ssitica.ç<"io: 
(a) Para todo À i= O, existe, a menos de equivalência unitária, cxatt~.mente 
uma rcprrem1t.a.çào iJTeduiívcl (1f, 1-l) de W no espaço de llilbCJ·t. 'H. 
(h) pam À= O, temos a repn:flcntaçã.o trivialuo centro Z de W . 
lniinit.csimnlmcnt.e temos t.amhém tal caractt':ri? .açfto (dada pdo (:ftrádcr in-
Hnit.csimal). 
Se meolhermoR uma hnsc canônica {h,pi,rJd prua a <ilgebra, uma reprmen-
l,f~'.f\t'l (n-.\l 1í), podmmWI ux.:pra:i.~ o çHn~Lor inilnil.c~"limal como RCQ.1lc: 
1[,\ (p,) - f;h 1r>.. (qi) =rh, 2.12 (2.12) 
[p., í,] - [q,,h]=o, 
lr~. tb] - 21rÀo;i =""(h) 
Por cxe.Jnplo, qmmdo À = li, sabemos que o valor 27fh está in~imamentc lig-
mlo com o ta.manho da célula de Planck. Caso tenhamos À = 271" jt li, onde k é 
um rnúlLiplo inteiro d(: h fixo positivo e n. é inteiro existe uma equivalência de 
representações par~ v<:nios n, dada por: 
exp ( 21fi~) - exp ( 2ni~h) para n E kZ2.13 (2.l:l) 
exp ( 2xí~) "" exp ( 2ni~lt) para n E Zk 
H . cprescnl:.aç.ÕCS em espaços de Hilbert da álgebra de Ilciscnberg podem ser 
achadas em [Vil]. 
SISTEMAS DE ESTADOS COERENTES 
Em particular estamos intere~~-:;ados na rcprmentação de estados coerentes, do 
grupo de Hciscnhcrg. 
Seja T>. uma reprerenta.ção unitária irredutível de W a.ssociH.da { Jr), é a repre-
senk'lção ínfinita=rlmal), e I '1!0 ) mn vetor fixo de 'H. 
O vetor I W} é e;t.ávcl com relaçào à açiio dos elementos do centro T((s, Ô)), 
i."!Lo é, o subgrupo de isotropia H para wn arbritrário estado I Wo) contém os 
{'Jementos na forma ( s, O). Podemos, de fonna genérica, representar um elemento 
(t,aa- ii al) na forma T,((i.,a)) ~ exp(í.Xt)D(a). Agindo no estado [ W0 ), 
gcnm1oo pa.ra cada mírnero complexo num estado, In) = /J(n) j '1!0), já que a 
parte c<mLral é uma fase irrclcwmtc (daí o porque de ser do centro, o grnpo de 
i.."!ot,ropia). 
O si.'3tcma {I a)} é c.hrunado de Sistema de estados coerente.."'> generalizado do 
tipo {'J).(g), \ W0 ) }. Caso tome:rnos \ '1! 0 ) cmno sendo o vctor-v{\culo \ 0), estamos 
tratando dos rntmlos C'A)Crcntes padrão. 
O sistema de estados coenml.es {I o:)} tem a propri(~dadc de gerar o espaço 
de Hilbert ?i. Esta propric<:la.de decorre do fato da representação S('X irredutível. 
De fato, sistema ô chamado "mais-que-completo " (em ingl&t-overcomplete). Esta 
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propriedade está ligada ao falo de nào tennoo ortogonalidade nnit.nn entre os 
vt::toroo, ou B(lja, 
< "111>=< OI D(a)tD(/1) I O) =exp(ilm(/1ii)) <0 I D(!!-a) I O)~a!4) 
<o I fl >1'=1< O I D(/3- n) I O) I'= p(fJ- a) 
Esta amplitude p({J- o:} pode não ser idcntkamcnt.c nula. Esta é uma qucstito 
central do problcmm. O fato do sistema ser mais-que-completo, nos leva a duas 
diocu..--;sões bát'3icas: 
i) Como expressar a resolução da. identidmlc 
ii) O)Jno achar mn sistema completo a partir dcste rnais-qmrcomplcto 
O problema da rcsoh1çâo da unidaJ.c <:.\a VC'?.Cfl é colocado como uma pro-
priedade húsica dos sistemas de estados coerentes (ver {Klaj). 
A resolução da wtidade é crnmeiada da seguinte forma: 
Existe mna medida positiva dtt(a} no a- plano tal <tne o op<~rw:lor identidade 
I admite a seguinte resolução da unidade: 
I= f dp.(n) I">< n I (2.15) 
A questão da rnaiYqne-completeza evidencia-se no fato dos projctore3 tmi-
dirncn.~ionais I a >< a J não serem mutualment.c ortogonais, como usual na 
rrnoluçâo da unitk-vlc. 
Como já dissemos, queremos saber se podemos ou não ru::har uma lm .. <>c com-
pleta a partir desta bac;c mais-que-completa, que, em sua re.solução da mlidade1 
apareçatn projetores tmi-dímen..<Jionais mutualme:ntc ortogonais, ou seja, 8(~ podemos 
achar uma ba."!c ortogonal para tal sistema. 
A sohtç.:,_o dcstc pwhlcma foi anunci.::u:la por V .Nctunrum. 
Antes de entrarmos nesta análise, v-.m1os ver alguma::~ propriedades dos mt.ados 
coct-entcs. Duas propriedades, que muitas vw..es aparecem enquanto definições 
dmn <:stado (:ocrcntc, sào: 
a) O conjtmto de t.'Stadoo coerentes é formado por auto-EStados o operador de 
drntruiçâo a , ie, a \ a >= o: ! a > . 
Note que, <:omo a não é oper&Jor auto-adjunto e tão pouco limitado, seu 
espectro não tem de ser discreto (como não o é). 
Esta propriedade é muito út.il para a generalização dos estadoo coerentes, 
para o caso em que temos rnna teoria com mn grupo de sirnetrin G s<~mi-simples 
qualquer. 
IEsta propriedade decorre imediatamente de; 
D(a) t aD(a) =a+ a, 
quando aplicada ao estado de wí.cno I O > 
b )O sistema de cstadoo coerentes { \ a}} é um sistema de ~stndos que mini-
nW ...am o princípio da ineerle7..a1 ie, Ó.TJ0/~Xa = fr, para qualquer n. 
SISTEIVIAS DE ESTADOS COTêimNI'J<l<; 25 
Com isso, dlzemos que os estados <:oercutes são os que mais se a.proxírnrn:n de 
<:ata( lnti d{~.&~i(:OA. 
Esta propriedade pode ser enfocada de uma outra forma se represent.:u·mos 
mn estado I O! > nos auto-estados {I n >} do oscilador harmônico . 
Para taJ, expandimos JJ(n) = exp(aa- ã at) em série e aplicamos no <. • '-;:lado 
d<: váenlo obtendo: 
I I' 00 " I "'>= exp( _---':':.._) L -':c- In> 
2 0 vn! 
(2.1G) 
Um estado I a}, nesta representação, é então 1una superposiçàQ ponderada. 
(por tUJl coclicientc muito semelhante à dishibuiçào de Poi<>..~.m), de estados de 
energia. E, de .l~:~.lo, estados de superposiç.-:V> são mais pr6ximm do nnmdo clássico, 
sem tncneíonar a inclusão dos estados altamente energéticos ( n dcrnonstraçii.o pode 
sm· vista e.nJ fPcrJ). 
Voltando A questão da (mais-que-) completem, da irrcdueihilidadc da repre--
scntaçiio do grupo de w(,'Yl em 'li Mhemoo que {In)} expande os estados crn 'H, 
sem ~:~cr, cnirdanto, nmtuaJmcntc ortogonais. 
Estados nâo-mtogonais (usuais) aparecem em fi<Jica em prohlemM de rnpe<:tro 
contínuo. 
Por exemplo, o operador posição tem por base os vcton ... ><:; {I x) } cuja. normal-
lliaçiio é dcliifornw. Da mesma forrna, onda..c; planas eiJ.~x, &~o usuahn<mt<! U<x"l.das 
para cxpr<..~arrnos <.-'Sl.ados livres, cujo csp<:ct.ro energético é continuo. 
Todavia, por ser um espaço de Hilbert sabemos da existência de uma lu-:t.-,c 
emuncrávcl ortogonal. (por ('..Xctnplo, pela expansão acima I n > é ba.se). Quere-
mos tuna, no entanto que preserve a naturalidade da rcprcstmlação do Grupo de 
w~-yt 
von-Nctmmrm ammciou a cxi"JI,êneia de urn subcsp~"l:> com ha • .:;e enumcn\.vcl 
lc~k >, t.al que os vctorw sejam mutuahncute ortogonais, c que {ktk >} seja 
completo em 'H. 
Para c<mHtruir {lo~,~: >} consideramos um rctieulado no n- pla1uJ, gerado }>elos 
vetores w1 c w2,ic, ak = <Xmn = 11MVt + m.w2 , tal que Im(w1 1:V2) ~O (condiçito de 
indepcm:J6m;ia linear P..Jltrew1 c w2), para rn, n E Z. 
11:..-rnos, então, para estes retiL1llado.'5 o seguinte resultado: 
i) () n·ubsistcma é mais que completo se a fÍrca da. céln1:'1. h~'isic_a Im(w 1 ·tli2 
) = 8 < 1r, e permanece mais-qne-compldo se for retirado um míu1c.ro finito de 
(';St.adoH de lnmn > · 
ii)O subsist.ema Itâo é completo~ S > 1f 
iii) O RubsiHtcma é completo se 8 = rr, c pennan<x:c <:omplcto se um cstmlo (e 
sommtle 1 estado) for rcmovído do sistema. 
(2.17) 
SISTEIMAS DE F,STADOS COEIIENTBS 2(i 
P:rimeiramentc vamos estudar o reticulado. A condiç.-1.o de complcteza, como 
foi visto, relaciona-se com a área do paralelogramo formado pelos vetores w1 e w2• 
Note que o conjnnto { jc\':k >} tem a propriedade de serem gerados por operadorm 
D(o:k) que comutam entre si, já que, como foi visto 
D(a)D(fi) = expilm(a (J)D(cd (J) 
Note ainda que se exprm.·mnnos a equação de Wcyl acima na forma: 
D(cx)D(I3)(D(a- (J))-1 =expilm(a (J) (2.18) 
e recordando que sobre aS coordenadas (x,p) os operadores geram trunsl&,úes 
no espaço de fase, vemos que equação à csquru·da gera mn ciclo fechado no espaço 
de fase. Portanto, a exponencial à esqu€'.rda age na.':i seçõe:; (fmlÇÕf..,'S de onda) como 
um elemento do grupo de holonomia. 
Desk"l forma, a condição de existência de mn reticulado equivale à própria 
condiçào de quantizaçào de Bohr, muna interpretação geométrica. 
(Hg. 2.1) 
"" - F ICl """ 
( %~"'jD ele -tase ) 
Portanto o reticulado {amn} gera uma hase enumerável {!amn >L sendo que 
a enwnerabilidade expressa uma condição de quautização. 
Ainda, ao "reticulannos " o espaço de fase, mtamcs estabelecendo uma cor-
respondência entre um estado quâ.ntico [o:mn > por célula (considerando o vértice 
mw1 + m1J2) indiciando a célula. Ora, vi<:>to que a área das células do retic·u-
lado é igual a 1rfi, estas aão as célula.'3 de Planck, e portanto, temos um estado 
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quâutieo por célula de Planck. Esta ú a comli<_im de gás ideal (partícula.~ nào 
inter agentes) na mecânica estatístico.. !Snt.ào, o fato dos rntados coerentes serem 
''quas<.,--dássicos ", c tormmdo-los em eqttivalência corn pontos do reticulndo de 
Ilon-Neumann, estando a."lsim propriarnent.c quanl,iz~mdo o si.<Jtcma, cria-nos um 
"<unhieutc " adi:Xtttado para falarmos de sistema,;; de nmitos eorpm; nflo íntma-
gentcs, ic, mcdinka C.'3iatL<ilica. 
N<,._..,._qc ponto pcrgtmtrumrnos, se, aumentando a densidade de pontos por célu-
la de Plam:k, ou equivalentemente, modificando as condiÇÕ<.."l de quantiza.çã.o ou 
grupo de holonomin, poderíamos falar em int,craçôcs? 
Urna ohscrva<;.:ão importante nesse csl.;-í.gío é que, cmhora, dcdmada eomplct.a 
a lx.'lSe { Jo:mn >} ,<!Sta não gera estados jfj' > que não (:Stejrun no próprio conjtml..o 
{k,mn>}. 
Se tentannos expandir um rnt.ado genérico j;J >na base {/o:rnn >} , ic, /(J >= 
Lbmn/CY.mn >,aplicando-se o operador de <katruição a, e,lcmbrando-sc que os 
estados t.uercntcs são auto-ffitados deste operador, t,emos : 
aj(J > = a(l~>mnkXmn >) = L bmna!amn > 2.19 
f! I{! > = iJ(L bmnl"mn >) = (L bmn«mnl<>mn >) 
(2.19) 
Ora, pma que a ig;ualdade seja satisfeita precisamos que os cocfidentcs Ctm.n = 
{J, ou seja que j(J > faça parte do reticulado, reduzindo a it:,'1laldadc à trivialidade. 
Olmcrvados tais fatos, o que farmnos então é tomarm<h"i um siBtcma d(~ <'.HI.ndo:,> 
cocrcnt.cs gerados por wn reticulado cuja área. da célula básica ,s~ = Im(w1 W2) 
seja 1nm1or que 1r, por exemploS= 1f/k, onde k E N*. 
Desta forma, estaremos populando uma célula de Planá: com k orLados (já 
que estamos tomando um estado jam11 > por célula de área S = 1r / k), e por 
outro lado, do ponto geométrico, violando a condição de quantização de Bohr-
Sonunerfcld. Estudaremos o signific.:!.d.o da sobre-complet.cz.rt. drnse ponto de vista. 
Varnol'l primeiro 1malisar dum ponto de vista analítico, para posteriormente 
fazõ-1o geometricamente. 
CONSTRUÇÃO ALGÉBRICA 
Como já vimos, os estados comcnt<~ smgem ao cstuda:rrnos a reprcscnt.açc\o 
do Grupo de Wcyl-Ileiscnberg em a:;paços de Hilbert. Por outro lado, precisamos 
agora estudar a representação do glupo de Wcyl-lleisenbcrg em retieulados. 
Cartier, em trabalho mencionado, fez, de fOrma muito própria esta arl{Uisc. 
Vamos d<':SCrcvcr hr(.>vcrncntc este trabalho. 
,h\ vimoo que o reticulado é sobre o c-<>paço de fase. O csp<.v,.:o de fase, no 
presente trabalho, scnl (como tem sido) visto como um espaço vcLwial F, eorn 
base (p,q), mtmido com uma forma símplética bilinear, ic, 13: V X V--+ R. Vimos 
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que a forma simplética, faz, na reprerenta<,;i\o de Weyl, o papel do çomutador (2A) 
para as re~'Ões canônicas de coumt.açào. 
Vamoo definir um reticulado L S()bre l~ como um sub-conjunto discn::to (le F, 
que o gera, enquanto e;;paço vetorial; ou, t-•quivalentcmente, o conjlmio de velorcs 
de V a eocfkicntcs inteiros, sobre lliW\ ba."l.c (wr,w2) que gera \1. 
Sobre o rctieu1'ldo L, a fonna billncar 13 assume valores inteiroH, ie, 
B:LxL~Z- (2.20) 
A n,>de dual J./ de L, é constituída por vetores v E V tais que lJ (v,..\) ------~- Z 
pma todo À E L. Olwiamcnte L' eont.ém L. 
Sem perda de generalidade, corL':>idcraremos dim V = 2. 
Quando L' = L o reticulado é dito autodual,scndo o et:tso do rdiculado de 
V.Ncumrum. 
Temos víst,o (lltC no caso da rede -ou reticulado (usaremos indiscrimiuadarm:,'Jltc 
ambas icnninologias)- de vou Neurnaun, o eonj1ml.o de operadores f f) (ürrm)} 
<:otnutam entre si (2.9 c 2.10). Desta forma, seria natural indagarmos por uma 
auto-fnnyl.o 18 > comum a tal conjunto de operadores. 
J~í que oo operador<~ sào ddcnniuados <:ompletamcnlc pelo rcl.icula(lo { tYmnJ 
e, já que o reticulado é formado a partir de vetores unitários de base (tv,, w2 ), a 
vetor !8 >deve, de f01ma geral, ser <"..amcterizada por doi<> ntÍmcros (.:;:1,é2), t.R.i.J:> 
que; 
D(w,JI8, >=exp(im,,)!e, >,í= 1,2. (2.21) 
Naturalmente (&t, e2) a.":lsumcm valores reais módulo 2, <:orrcspondendo, por-
Lauto a pontos mm1 toro bi-dimensional. 
Ainda, <>.acla ponto do toro fixa mna reprfflentação para a ação discrdli do 
Grupo de Ilciscnherg-Weyl. 
Considerando mna CS(:olha (e 1, e2) , e chamando a correspondente auto-função 
de !8~ >, podemos ~prcssar os estados coerentes em fmu;ão deste estado na 
forma: 
l8a >= D(a)l8, >, (2.22) 
oude 1'~ é mna ftmçâo a valores n~is (tuna exposição predHa da função F que 
eHtá int.inm.mfrrtt.c com oo caníet.crcs da repprescnt.aç<-\o pode B<!r vÍ.:-:>to em (Car}. em 
geral esta deve ser uma função real defmida módulo 2 saLisfa?_.endo a eong,Tuência 
F(À + Jt) =F(.\)+ F(Jt) + rnB (.\,f')). 
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Oh•:Jcnrc que a equação anterior é uma equação de invaríância. Logo, o sub-
grupo fol'mndo por opcra.dm·(~ na forma {D{a~)} f'..st,ão contidos no subgrupo de 
isotropia da representação JJ. Desta forma, t.'Sta função I·~ (in), caracterizada 
pela CS€.:oll1a doo valores (EJJ E.2), fixrun a represf'_,ntaç.:::W caníct.er as.._sociada. 
Portanto, na construçÃo feita, doi<;. fu.lon:s fnndamentaiR são: a C">(:ol1w. do 
reticulado, ca.ract(~riznda pela COC<>lha dos vetores ha.f>e ( w1,, w2 ), c a reprcscnta~:âo, 
t'..aractcrizada pelos valores (e h e2) . 
Vamos agora cxprcs.~r a rela(,ào acima na rcprescntaçâo holomórfa (de Foek). 
Esta representação e<JUiV"olc à polarização holom6r13, vista no eftpít,ulo mJtcri-
or, onde as t.'r:çõeR dependem apem:~..9 da .. , coordcrwdas con1plexa."l z ( = ( 7iJ.~) ). 
Em tais coordenadas temos a ação dum elemento genérico lJ (o:) do g;rupo W 
na form.a: 
[) ( n) •l>(z) = exp r -)f À (li (z, z) /2 + {[ (z, "))} •l•(z + <>) (2.24) 
onde/[: l-'C X VC --t R é uma forma anti-simétriea hcnnitiana (üniClt) t.'Om-
pat.ívd com a cmuplcxificaçil.(> do (_~pnço vetorial V. De forma explícita: 
H(z, z') = fi(z, Jz') + íB(z, z'). (2.25) 
(J ô estrutura complexa (ver (L:.H), ou [C_,ar])). 
J~xpressaudo <l cqt.uação de invarifl.ucia (2.22 c 2.21.) em taiH f~oordenadas, 
temos: 
<!> (z +a ·) = <!> (z) exp {1rn (H(n··," ·)/2 +H (z," ·)) + irrl';(ü ·)} (2.26) n• n~ nl 111 >fi 
l'.:sta equação tem como sohtt,.1io mais geral no C'3paço d.a."' funç(x'.S inteira<;~ a 
função e theta de Jacobi. 
Lembrem(>.<:~ que tudo isto se refere ao caso de reticulado auto-duais, ou, equiv-
alentemente ú rc·de de 11011 Ncmnann. 
Ocorre que, caoo L' > L, ie, o reticulado dual _r.,' seja maior que o t·cli(:ulado 
L, a representação do grupo de Wcyl-Ileise:nhL'l'g sofre signilkantes altcra<,'<)es. 
r~; r~o:;t.as alt..crações são similares às que aparecem no caso de sislema.'3 de esta-
doA eoercnl<~ mais que eomplcí<>A gerado<! por rdicnladoo de deusldad(~ dada por 
Im(w 1 úi2) < Ir. 
Ent<l.o '-"WDOO ~:,:rcrar, como já entmeiado, mn sistema de_ csW,dos coerentes 
I I I f) 
{lctmn > }, onde, corno Hntcs, Hum = mw1 + n:w2 , onde Im(w1 w2 = 7r/k, onde k 
é um int.ciro positivo não nulo. 
Para tal, podcmoo, por c.x:cmplo, fixar w~ = w1/k c w; = w 2 onde (w1 ,w2 ) 
geram a rede de 11on N~~tmm.nn, ic, Im(tv1 Ui2) = 1f (eq.2.28) 
CONSTRUÇ,iO ALGÉBRJCA :m 
Já vimos que o fator Im( w~ w;) além de expressar uma área no espaço de 
f&.M, expr~ tam.bém o comutador B(w~,w;), sendo B: V X V-~ R a [onna 
simplética que determina o comutador (ver 2.8, 2.17). 
Sendo que w;,w; são os geradores de L', e já que temos nos restringido a 
analizar a representação do grupo sobre reticulados L e L'; decorre que o t.enno 
Im(w~ w;) = 1r/k está fixando a representação (por ser um tenno centrnl do 
Gntpo), da mesma forma que, no caso contínuo as represent~-ões irredutíveis do 
Gntpo de Weyl-Heisemberg eram fixadas por [p, qJ. 
Ou seja, anteriormente, sendo (p, q) os geradores do grupo, c por permitirmos 
translações in-estritamente pequenas (infinitesimais), o termo CCittral da álgebra 
('...fa obtido por [p1 qJ. Agora, sendo que nossas translaç(X:s ftmdrunentais são fmitas, 
oo geradores são (w~, w;) e o termo central é Im(w~ w;). 
Observemos aqui que, caso quizéssemos retuperar a rede de von Nmunruw 
poderíamos tomar l.Ull subconjunto de { O:'mn} formado por elementos na forma 
O:mn = rnu/1 + nw~ ,onde m E kZ e n E Z. 
Na verdade existem k + 1 sub-reticulados em /../, cuja densidade cxtnivale à de 
l/OU Netmmnn, a saber: 
L, = (w~ (1 + kn), uf,rn}2.27 (2.17) 
r,, - [w'1 (2+ kn) ,w;mJ 
L~o;-1 - {w;(k -1 +kn),w;·m} 
"· - [w;k(1+n),w;m} 
Lk+t - {w~n,w~km} 
Concentremos n06Sas atenÇÕffi aos k primeiros casos, {Li h=t, ... ,k· 
Todos estes easos tem a particularidade de preservar o tamanho do "pa9SO " 
sobre o reticulado, como se11do de tamanho (1, 1) com relação a bac;e (w1, w2). 
Portanto, sobre mn reticulado de passos (núnimos) (1/k, 1) (c-om relação à (wr, w2 )), 
tomamos as possíveis sub-reticulado de passo(núnimo) (1, 1). 
(lig. 2.2) 
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Ora, torna-se claro porque dmca.rümnos o ülLimo ca.•.;o. 
Lembremos o significado deste reticulados todos. No caso de JJon Ncumrom 
do fato de retriuginno-nos a um reticulado, obtivemos mna e<JlW.çào funcional de 
invariância (a mcno..<J de fase) (cq. 2.23 e 2.26), cuja soluylo era uma ftmç-l.o (8 
de .Jaeobi) invaril'ulLc (a mf'.J:IOS de uma fase) por trans1açôes sobre o reticulado, 
ou seja, por ação do subgrupo dlscrct.o 1 { D(nm11 )} onde Umn = m;w1 + nw2 . 
No presente momento, c<3tamos dcscjEmdo a mesma invariância, porém num 
reticulado cujos pa.<i<;JOS mútimos são menores que os deslocamentos gerados pela 
aç'l.o do suh-grupo, cuja invruiâneia é nxp.1crida. 
Neste sentido poderíamos di7.er que dt..'9Cjamos invariância:::: por tnutsla<.iies de 
t,a;manho x E kZ sobre um reticulado de eélula mlitária (árt'a 1). 
Cabe ressaltar que, embora algcbrk..runentc <_.>quivalentes, fisi<:'arrwntc não C<lu.iv-
alcm os dois enunciados acima, já que a primeira invariância está -intimamente 
ligada à quantizaçâo de Bolu·-Honuuerficld, por ter densidade de tUn estado por 
célula de Planck:. 
Vmuos,pois, transcrever formalmente a.•o; invariância.<> de interesse. 
Te.mos um grupo r de tratL<:~la.ç(>es Hnita..;;, subgrupo do grupo de Weyl-Ueísemhcrg, 
dcseri to por: 
f={(1,a,b)EW, a,bEZ) (2.28) 
(note que o centro está fixo). 
1bmcmos mn subgrupo deste acima, na fonna: 
r'= {(1,ka,b) E W, a,b E Z,}, (2.2!J) 
k inteiro po.<~itivo f.ixo. 
O cspaf,.-"0 da-.:; funçOC..s inteiras f(z) invariantes com respeit.o à D(o·:,.,. ... ), eom 
exp((l'mnat- o:~,.. a) E f' é um esp~"' k-dirncnsional. (ver [VU-Ull) 
E:Ste C':>paço é representação irredutível de outro subgrupo Nk de lV, a saber: 
N, = {(À,a,O) E W,a E ~,expÀ E Cd (2.:l0) 
onde 
C,= {exp(2rrím/k),m =O, 1, ... ,k -1). 
O gerador de tal grupo Nk é o cl(~mcnt.o 'l'tfk = (t, 0,1). 
Desta forma para gerar base para o espaço k-djmcnsíonal supra citado, hasta 
tomarmos a ftmçâo theta de Jacobi e l1."3Ual, já que esl:.a pertence 00 espaço em 
questão, c, pela irrcducibilidftde da representação, agimos com 'T1;;; k-ve7_c.<i, ie, 
(z.:n J 
Est&'i funções E>ufk são chamada<:> ftmçõcs thcta com canu:::tcrístic.:• a e nível k. 
Os detalhes podem ser achados em {Vil]. 
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Recordemos que, no caso do reticulado de vou Nemnrum, a equaçl1.o de invar-
iância (J!;q. funciotl.fll 2.26) tinha por solução, wna üuica funÇf\o UtcLa de .Jacohi. 
No caso prt.••;ente, a rede é mais densa que a de vou Nemnrum, na verdade, 
comportando mn si k reticulados de von Neumann distintos. Daí, a.o hrtscarmos 
BOluç:ões da. equação de invariância (2.26), obtt.•rmos k soluçõe.'3 independentes. 
A o1da funçào theta de Jacobi eqfk com o:traeterística a eqniv;Je um mticu1ado 
de IJon Neumarm. 
Lembremos também que da. j_<Jquac,.~l<) (2.2~1) a fnnçào thcta de Jacobi gerava 
t<xlo o sistema de cstad.os coerentes {D(o:m.,)IE:15 >= exp(i7rfi~(171,)!8-s >} desta 
forma para cada ÍUllÇ<=io theta de .Jacohi eafk com caradcríslica, ie, para cada 
reticulado de 1mn Ncmn.o-um, temos um sistema de estados coerentes, c ca.da um 
de'3scs sistcma.'3 de csta.dos <:oerentes é um sistema completo. 
Vamos discutir somente mais um aspecto da teoria de representação antes de 
di'lcutirmos geometricamente a contruglo. 
'Ibmos visto que a função thcta de .Tacohí 8 encerra em si todo um mpaço de 
Hilbert {o:mn}· Não seria no mínimo estnmho este fato? 
Carticr {Car} clucida-nos muito propriamente. 
l:iquaç()CS de invariância como (2.26) têm como espaço de soluÇ<lcs distribuições 
sobre o espaço de Hilbert 1í de rcpn*!entação irrcdul.ívcl do grupo de Weyl-
Hciscnberg. 
Para provar tal fato faz-se uso do seguinte teorema: 
Seja { 1í ,r:a} representação irredutível de W, não trivial no ecntro Z de W,e 
seja B mn subrnpaço Lagrange..ru1o (ver dcfmiç;ão no cap. I) n-dimensional de V 
( dim V = 2n). () conjunto de soluções da cqua.çâo: 
w(X).f =O, 
para todo X E V, é um subespaço unidimc:nsiona1 de 1L00 (espaço dual A 
'H=)· 
E:Stc Teorema é mn teorema 1:,rcral que no ca<>O em qucstào aplic.::L-se rmra o 
seguinte teorema de classiiicaç:ii.o: 
Seja L lllll reticulado em V tal qne B as.•mma valores inteiros mn L x L, e 
treja .F qualquer soluçâo da equação (2.2a) (ver também a obscrvaç.:;,o posterior). 
Seja L' a Tccle dual a L tal que [l/: L]= e2.1Hnalmente, Sfl,ja (w, 1-l) qualquer 
rcprt::Sent.açào irredutívd de W, tal que w(t) = exp(2ni.\t).J para t pertet1ccntc ao 
omtro de W. 
a)A repn':Scntaçào induzida Ih,F relativa ao reticulado L, é isomorfa a florna 
direta de e cópias de (w,'H.). 
b )O conjunto de equações 
w(e,).f = exp(1riF(v)).f, para v E L, 
é l.IDl espaço e-dimensional de 1í-oo· 
lO índice [L' ; Ll ~ e2 é igual ao determinante da matriz {B (v;, Vj)} onde {vt, ... ,112n} é 
base de V com relação a qual L é o conjunto de vetores a <:oefientffi inteiros. No caso em que 
e= 1, a rede é dita auto dual, <'ASO do reticulado de Von Neumann. 
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Ou seja, as ftmç;õcs e residem no complctamcnto do espaço expandido pelos 
vetores de haac, 06 O"Jta<.loo cocrculca. IDntrcta.llto se considerarmos que os l!.:st.a-
d<X:t Coerentes, vetores do espaço de Hilbert, são os objetos de n:x'llidade física, a,.q 
fung)es theta de Jaoobi e, a;l.ão a nos auxiliar a análise destas questões concer-
nentes a mais-que-complcte-/...:1. de Sistemas de Estados Coetentcs c a natureza da 
quantização. 
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Vamos analisar o que temos visto até então, porém dum ponto de vista ge-
ométrico . 
.Já vimos que o sisiterrm de estados <:oercntcs aparece naturalmente da ação 
do grupo de Wcyl. 
Seja , então, (V1w) espaço vetorial simplético 2n- dimensional. Existe uma 
pr<:.'-qnantiz&i\(> bcrn definida, a saber: 
1 ( . . ) O o = 2 [Jidqt - qt dpi 
sendo 00 um potcneial simplético c w = dpi A dqi a L'UI'VaLma. 
Seja uma ftmção lin<'-«r em V na fonna: 
f(p,q) = v'p,- u;q' = 2w(X, W), 
para X= Pi8p1 - qi/JqJ c W = niDP• + tl'i8rt· 




Seja Pw o HtL"í:O gerado por f, passando por W. Enl,ào o operador f V COlT(,'"' 
A 
spondcntc à Pw ou seja, a exponencial da a,ção de f) é: 
(1v w) (X)= w(x + W)exp(-iw(W,X)/Ií). (2.35) 
Tal a<,.-...=io define representação do grupo de Weyl-IIeíscnberg, dcserito antcri-
orn1entc como V x T ('!' = 8 1), con1 produto na fonna: 
(W,w)(Z,z) = (W +Z,wzexp(iw(W,Z)/Ií)). (2.:l6) 
Sem maiora-; c<msidcn~-ões, anuncirunos que o espaço de s~..--çõcs holom6rfM 
sobre V é o espa(;o dt~ reprcsc·ntação inedutível pma a ação acima. 
A s.-'llx~r, sendo (v; w) espaço vet()rial simplético, tmnemos uma cstnthrra com-
pk'X.a J compatível com F. Sendo (p, q) o sistema canônico d<-~ coordcuada."l em V 
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tomemoo zi = r/jpj +íl. EntilO z'a silo coordcuada."' hoJomorfas, c]{= ~fJijZi ;J 
é o (super)poLcncial Kahlcriano tal que 
(2.:l7) 
O potencial símplélico O = i4l}ijdzi zi ó adaptado à polnriznçà.o P, deter-
minando uma kiviali7.ação global de B na qual as seções polm-izadas são sct;,-õcs 
holomttrfas <P(z). 
Como a pré-quantização é bem definida, os potenciais 00 e () se relacionam 
por transforrnaçiio de calibre, 00 =O+ ~ídf{. 
Portanto, no calibre 00 , a.':l funções de onda polarizadas &~o da fonna: 
( 
1 . ~) w(z,z) = w(z)exp -
41
/'iz' z' (2.:38) 
c o produto interno: 
< W, W >= !Jl iP exp -~_f]ijZ1 z' dzd Z , l _, ( 1 . -c) 
• M 21\ 
(2.:!9) 
A 
Os operadores W do grupo de Wcyl-Heísenberg, agt,'ln sobre tais seç()CS na 
forma: 
W ( iJi (z)exp (- 4~/ ;;) ) = iJi (z + w)exp (- :h(2 ÚJ; zj+ "'• w'+ i, z')) 
(2AO) 
Portanto a representação do Grupo de Weyl-Heisenberg é irredutível (é trivial 
ver a ausência de subesp%'08 invariantes). 
O)mo já dissemos, a representação holomorfa é também chamada d(! repre-
sentação de l<bck. 
Deutro deste contexto, tomando-se mna seção Wo = rp = 1 (<Stado de mai.c; 
baixa eutJrgia), e denominando, 
A 
<liw = (- W)Wo 
g<--rrunoo { Ww}, o conjtmto de estados eoereni<'B. 
Observe que para <' • .ada ponto de ( U1 v) temos uma Acçào W w. 
Vamos con._~iderar agora as equa.ç{>ffi (2.34) c (2.38). 
Notamos que 
AA -
WZ= exp(iw(W, Z))(W + Z), 
(2.41) 
(2.42) 
::~cndo w (lV, Z) a fa.<>e do tenno de holonomia rcfcnte ao levantamento do 1<:-v;.'O 
AA - -1 
( carrúnho fechado) gerado por W Z (W + Z) (ver a eq. (2.18)) 
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O fato dt.-.;Lc termo Her o termo de fase d(~ holonomia pode &-:r viHto já que uo 
calibre 00 = !v.,:dq1 - qidp1 icmoo: 
onde X= Pí81,,- qjÜqi e W = uJ)Pi + vi[Jqi como em (2.;J3). 
Ainda, do teorema de Ambrosc-Singer (ap II), sahernOB que o grupo (le holono-
mia é gerado por coniraçõrn da l."l.UVatura w com <:ompos horiZ<mtais { Xi} .. 
Desta fonna, a condição de intcgrabilidadc é c;xprc&'>a em termo."! da ação do 
grupo de Wcyl, 11a forma: 
w (W, Z) E Z1rhZ. (2A<l) 
l)u.;:ta forma, tomand(}-SC mna s(x,:.-::to básica Wn como em (2AO), a eondição 
de integrahilídadc leva-nos a cOIL."!idcmr tun conjunto de scç.õcs {\I! nd, tal que os 
vetores {l-Vt} satisL"J,Çatrl a condição (2A2) acima. 
A seleção deste conjunto de vetores {l.Vi} equivale a escolha de um reticulado 
f1 (!lU V, gerado por vetor<~ de bar.;f.~ (~llt 1 Wz), como em (2.17). 
Podemos agora f,rar.tSportar todtt amilisc feita antcriormcnl,c para o ponto de 
vista geométrico. Esta analiffi:wa os reticu.lados mais-qUL"-compldoo ", ic , trat..aVR 
de sistemas de estados coerentrn gerados por reticulados no espaço de fase, de 
densidade maior que a do reticulado de von Ncmmum, ou seja Im( w1 úi2) < 1r. 
Tmncmt:.s, por exemplo, (wt,W2) eomo ante<:;, tais que Im(w1 iii,~.) = rr/k, k 
sendo mu inteiro positivo maior que zero. 
Se quisermos gerru· si"'tema.s compldos, ou como temoR visto, mn conjunto 
de vetores {!<V, = a(WJ + b1w2 } tais que os "laços " gerados por quaisquer dois 
deles vcrifiquern a condição de quantiz...-"l.~'<::U:> (2A3), smnos lcv.tdo~;; a selecionar no 
reticulmlo L' = { m1J 1 + mw2 , n, m E Z} um subret-icuh:u:lo de detlSidruk~ igu ... 'll à de 
11on Neumann. Ocorre que, como visto em (2.27), ternos k maneiras de selecionar 
ta.l sub-reticulado. 
E cada ffiCOllia l..'<tllivale à uma qua:ntização do sistema. 
A interpretação geométriea dL'Sl<:,>s reticulados c sub-reticulados é feita como 
seg1w: 
'I'Cmos visto que ao tomarmos dois vetorm ( ttJr, w2 ) não eolinearCR no plano 
complexo C, cst<~ ~t.abdcecm o retieulado D(w11 w2 ). Sabemos que o espa(,'O 
quociente C/ L(tu~, w2 ) é hornoomórfieo a 1m1 toro T(= S 1 x 8 1 ). 
Dois retieulados L( w1, Wl) e L' ( w;, w;) coincidem se os pontos de 1un per-
t<..mccrem aos pontos de outro. Desta Kwma obtemos que dois rcticulmlos coinci-
dem se: 
(.:D- ( " b e d (2.45) 
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Vejamos como ficam as pararnetrizaçõe; do toro vista em termos de ( w1, w2). 
Sejam dois atlas {U·hi.PíJ, {\ti, 1/Ji} com funções de transição holomorfas. A estru-
tura complecxa é uma classe de equivalência entre tais aila':l (e de forrna gernl para 
variedades complexas [Sin], [Na]). O par (Wt, w2) define a estmtura complexa do 
toro. 
Já vimos que pares (w1, w2) e (w~, w~) definem o mesmo reticulado de forem 
SL (2, Z) -relacionados. Estes defiuem a mesma estrutura complexa sobre o toro 
se forem PSL(2, Z) (= SL {2, Z) /Z2 ) -relacionados {a menos de urna constante 
multiplicativa commn). 
Vamos expressar tal equivalência em função de uma outra baBe (1, r) rela-
cionada com (whw2). Defuúmos o módulo r de (w1,w2) por r= w1/w·.~:, e 
t.omrunoo o par (1, r) como geradores do reticulado. 
Sejam agora (wj, w2, r) e (w~. -w'2, r') duas ha.'les. Te r definem a mesma 
ffl:truturacomplexa (ie (wllw2) c (w~,w~) são PSL(2,Z)) se: 
, (ar+ b) 
r = 
(cr+d)' ( ~ ~ ) E P8.L(2, Z). (2.<16) 
1w transformações r -+ r acima são as transformações modulares, e são 
geradas por r-+ r+ 1 (chamamos de transformação T) e T-+ -1/r (chamamos 
de transformação 8). 
Então, reticulados (1, r) e (1, T) definem a memm estrutura complexa sobre 




Desta forma vemos que as transfonnaçõe.s modulares sào difcomorfis.mos globais 
sohre o toro. , 
Vimos em (2.26, 2.30 e 2.:n) que, as fllnçõcs e de .Jacobi são as soluçõrn 
dao:; relações funcionais: ftlllda.mentai.-s que caracterizam os sistcrn.a'3 eompletos e 
mais-que-completos de cst.ados cocrent<lS sobre rct.iculndo.s. 
Gcometrieamcntc, as funções e de Jacobi são de fato seções sobre o toro 
C/ L. Na verdade, as funções e de Jacobi ca.ractCI·izam totalmente os fibradus 
lineares complexos sobre o toro. E.rn [IguJ (ver também [GriJ), é construído mn 
homotnorfl."lmO sobrejetivo entre O conjunto da<> ftulÇÕoes 8 de ,JacobÍ sobre O toro 
C/~ e o conjtmto divisores [D] de C/ L, HCndo os divisores uuu-.. outra 1i.mua de 
construir os Iibradoo Jinca.rcs comph~os ( ap.II) ( HS funçÔt'!'> e de Jacobi triviais o 
núdoo deste homomorf-Ismo}. 
Ora, já que o questão da quantizaç..::U.) contrango-nos a trabalhar sobre retic-
ulados, e portanto Loroo, c sendo fl..9 funçôes e, s<x..{x..":: (f~mÇÔ<~ de onda) que 
das.<:~ificam os Iihradoo llOlomóficos sobre f' ..... ~tes, temos que a qnanti7..<l(,""io do sis-
tema nos leva a am\lizar os a.-;pedos gcom{~Lrkos da reprcscnlsçào do grupo de 
Hcisenberg sobre o conjunto das fuuçiX."3 e de Jru:obí. 
De forma geral, a ac:;ão do grupo de Ilci"'cnbet·g sobre as funçôes holomorfa.<:~ 
em termos do pru:âmetro modular r é na forma: 
para (.\,a, b) (>/,a', IJ) = (.\>/ exp (2?TiB(a, IJ)), a+ a', b + IJ), 
tem(>A: 
T(O,a,O)f(z) 
T (0, O, b) f (z) 
- exp (í?Ht2r + 21riaz) f (z + aT), 2.47 
- f(z+b). 
(2A7) 
Pois bem, por um lado, t.'Omo vimos em (2.27, 2.ao e 2.:H), no easo de ter-
mos mn toro gerado por (w" w2 ) tal que Im(tu1 ii,ii) = ;rfk2 , sendo Ta estrutu-
ra complexa do toro, temos k fnnÇ()fs e de .Jaeohi, formmuk> ba9<' para repre-
scnl.al,>'io de N, = (g E W,g = g(.\,a,O) ,a E Z(modk),.\ E C,), m{xlulo L onde 
Ck = { exp( 2;ri!f!-), m. = O, 1, ... , k - 1} . O suhgrttpo Nk tem por gerador o elemen-
to Tt/k = (1, 1/k, 0). Ocorre que, em função das (l,r), fnzendo lk"«) das cquÇÕffi 
(2.46, 2.47) acima, mostra-se que esta aç.:::U.} equivale cxat.amenc a esta transfor-
maÇ<:to (1ig. 2.3) sobre o toro. 
Por outro lado, como mencionado, a cada função E>, correspondc um lihrado 
linf'..ar holomorfo sobre T =C/ L. 
H.ecordcrm.*.l também que, caso fixemos uma ClllVé:ltnra w, vimos em ( 1.29} 
que a liberdade que tcnws para escolhermo:; o fibrado linear {J1i,w) é dada por 
H 1(T, 0'). 
Ora, se sobre o toro montamos 1m1 fibrado com seçOC.~ { ei} i=t, .. ,k-t este Il-
hrado é uma coleção de fibrac:lo.<> U'i, w} sobre M = T. I'} o grupo, cuja ba'*l 
2Se fixarmos por exemplo e sem perda de generalidade lwd = 1, temos equivalentemente 
Im r= 1fjk. 
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da rcprcsent.aç.:::..O é { 8; }i=l-..,k-J age intercnmbiando os Iibrados { Lt, w }. Ora, mas 
(;()IllO foi visto IlO capítulo 1 <::acla fihrado é uma quantiza.çào. 
Resumindo) vimos que a quantirJ<""lçâo levou~nos a traball1ar com reticulados 
cuja célula mínima é do l.mnanho da célula de Planck. Caso tomemos reticulados 
t.'Om densidade maior que esta obtemos um sistema com mais de mna qnatiti7-<"tção, 
ic, mai":l de mn estado de vácuo, por exemplo k (_"Stados, g-erando k csp~~ de 
Hilbert. 
Algebricamente obtivemos estes k espa.çoo representados por k funÇÕffi e de 
Jacobi com çaracterística. 
Gcomctricmncntc, estas k funções L'tluivalcm a k fihrados de linha d(~ mesma 
curvatura w,no entanto inequivalentes. &!ta inequivalência decorre do fato que, 
para mapearmos um fibrado no outro, agimos com um sub-grupo discrBto do 
grupo de Weyl, equivalendo geomet.ricamente a difeomorfismos globais no toro 
C/ L, obiido do reiiculado L. 
Vamos agora precisar melhor o sentido geométrico da aç~o do g1<tpo N k sobre 
oo fibrados {Li} diretamente. 
Seja (L, O) wnfibrado linear holomorfo tal que locahnente dO= w. Os fihrados 
lincarffi (Li, Oí) inequeivalentes, tais que dOi = w (localmente) siio equivalent~ à 
librados na forma {Li = L 0 Bi}, onde Bi são fi brados sobre M com curvatura 
nula. 
Cada 8t é mna seção sobre Li· Como vimos em (2.17), o sistema de e3tados 
ooerentcs é gerado pela ação do grupo de Hcist.mberg restrito a vetores no reticu-
lado. Ainda, cada translação no reticulado completo é mapeada em um la~'O no 
toro. Logo temos tuna equivalência entre o gtupo de IIcisenbcrg no reticulado e 
o grupo de holonomia no toro, c portant.o, o gt·upo de holonornia agindo sobre 
a seção ei gerará todo espaço de Hilbert de interesse 1-lí, o sistema de estados 
eoercntcs 2.22). 
Sabemos também que o conjunto { 8.} forma reprusentnç<:lo irredutível pa.ra o 
g:rupo Nk· 
Ainda, a cada 8í equivale tun fibrado Li e um sistf.'nm completo de csLados 
coerentes 'li;,. Logo, Nk age sobre o conjunto de fibrados { 4} intercambiando os 
fibrados, ou, equivalentemente, intcrcambiando os espaços 1-l •. 
Interc;'l.mbiar- os C8paço8 'Hü signifiea trocar as representações do grupo de 
holonornia. rste fato deve obviamente equivaler às trocas do fibrado. 
Por um lado sa.bcmo..'> que os fihrados Li 6Õ.o na formn I~ ®!Ji , <~ portanto, os 
g1·upo de holonornia de vem diferir apenas pda contribuição vinJa de Bt. Bi são 
Jihrados lineares com curvatura nula, c pelo teorema de Ambrosc-Singer, os grupo 
de holonomia siio discretos. 
Por outro lado sabemos que OR g1·upo de holonomia são irml.gf.'.JlS do grupo de 
homotopia da ha.<>e. O grupo de homotopia é fixado escolhendo.. se St,'ll gerador, 
c uma VC"l.i que não existe escolha canônica para tal, difcrcnt.cs rcprcsent.açôcs 
do grupo de homotopia equivale a difercnt.es geradores. uma vez que não existe 
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cseilha c.:'lllônica para k'1L 
Por exemplo, podemos tomar por gerador oa laços 
(fig. 2A) 
D~ta fomm, OH diferenteB grupo~:~ de holonomia discrel.u:l Biio U1tagen~-de dif~­
entes escolhas da base. Pictoricamente temos: 
(fig. 2.5) 
De fato a ação de N k equivale a deformação não trivial dos laços na base, 
vimos que os geradores Nk ( S1;k, T.11k) são difeomorfismos globais. Ora podemos 
ver que as ações, equivalem a: 
(fig. 2.6} 
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Desta forma. o que na base repr<> ..ocut.a intercambiar os la(,.<)S, na construção ger-
al estamos intcr<-·arnhiaudo fihrados, ou, intcre<-i.mbíando rcprí'~">cntaçõc..;; do grupo 
de holonomia, ou ainda, trocando de quantização do sistema dáasico. 
Varnos agora, interpretar fisi<'mnente todos este:> fato::;;. 
Tcnu::xi visto que para um sistema de estados coerente.<> mais-quc-<:ornpleto, 
oriundo de mn rcLiculado com eélula 1)1-'i.'iiea. de tmw:mho .)' = 1r /k temos k CHpaçoo 
de Hilbert gerado por k sistema.-:; coerentes completos. 
Estaria este fato em. desacordo com os princípios Mecânicos Quânticos? 
L<:>to é, qnc sistema é este'? 
T.cmbrcmos que, ao tomarmos uma cblnla básica de área b'::::: n/k, estávruuos 
popnk'l11do Uilk'l. <'-élula de Plan<·k (de área 1r) com k esttMlos. Daí termos k espaço 
de Hilbert c opcntdores que agem (dentro d..-:t célula de Planck) intcrcrunbiando os 
mpaços. Estes operadores, como foi visto em (2.14 <: 2.17) e:':ltà() as .. ''lociado..s com 
os núclcoo < a!(} >. 
1\2 112 
Seja a hmniltoniana de oscilador harmôni(:O 110 = HP + q -h) ~cndo IWo > 
seu csf,;'ldu de ma1H baixa (J1JC1'&ria, ic, lloiiJio >=O. Se mapcarmo.":: IWo > em um 
estado coen..··nte \a>= D (a) [W"o >,c agirmos por conjugação em Ifo, na forma: 
j { A A } 11, ~ D(a)Jf0 D(<->)-' ~ :2 (1' -P)2 + (q -Q)2 - h 





Portanto os cst.ados In >são esl;ldo..9 de V"ácuo dos hamiltonianos !la· I•"Mtas 
hruniltonimms são referentes a osciladores harmônicos centrados em (P, Q). 
Ent<l.o, estamos popu:lando uma célula de Planck com k-anto estados de vác~uo 
de hmnllt.onianas eonjugadas. l'hte panorama <t.<J,.<:;emelh;.lr-sc devern.c; eom a con-
stn1çào de At.iyah que relaciona as anomalia.":~ quântiC'a<J com o teorema de índice 
(ca.p ) 1 onde ffiÜ ... "3 cst.ados de w\cuo (para o caso em que TI ú o operador de Dirac) 
H<\.o pol<.uizn.ç()(:s do v<'icuo. 
E:Stfu·írunos "quase"- seglmdo-qtumt.izando o estado de vácuo? 
"Quase" no sentido de não darmos origem a ínfmiLos wícuos. 
Vamos mmlisn.r esta questão. 
Uma abordagem heUTístiea. de segunda quanLização (~ fciLa como sq;uc: 
Nmna teoria e.ampo ese.a.1-u·, o ('~mpo q,(;7;,t) toma o lugm de variável x(t), c 
d<...">en~ve um sistema com um mímero infmito de gran..<> de liberda.de, já que, pma 
cada tempo f,, a."l-;mne '\'Ú.Tioo valores em cada ponto do efõlpaço. 
'ICmos a Lagnmgcana D c a den~údade de l,ag-rang<'.ana C que regem a física 
do problema, relacionando-se por: 
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Para quanti7.ar o campo <P ponto a ponto, quantizamoo antm valores médioo 
de 41 em pequenas células óV,., ou seja, dividimos o espaço em célula.<; t5Vr (veja 
a noção do reticulado aparecendo) c tomamoo a média rftr de tf(x) nesta <~élula. 
Além. disso, a cada célula aasociamos \mta Lagnmgeana .C.r, que é "" mL'<.lia da 




1f, (x, t) = -.~-
{) •P (:r., t) 
Desta fonna, c.k"l.'i rclaçÕt."-3 <~rutôniots 
[ql,(t),p,(t)] - iM,,2.52 
[ql, (t)' ,P, (t)] - [p,. (t)' p, (t)] =o 
obtemos a quantização nas células 
[,P, (t), rr, (t)] = ihi;,,,/W,. 
No limite áV,. ...-t O obtemos a quanti7Atçi\o c.:·lnônica: 
[<P (x, t), 1r (x', t)] - iM(:r.- x')2.54 





Notemos que a quantizaçâo na cúlula é equivalente à qmu1tização de sistemas 
de estados: coerentes mais que completos, cuja densidade é maior que tml est.ado 
por célula de Planck ( eq. 2.17), 
Note também que não se trata simplesmente de aumentarmos os gratt.<> de 
liberdade, c sim adentrarmos em teoria..'5 de fenômenos abaixo de mna dimensà.o 
criti<'.a. 
Para finalizar, lembremos a apresentação da noÇ<:l.o de quant.izaçâo de uma 
teoria de muitos corpos. Denotamos H o ffiPa<,..'O de uma partíeula c 1í0 n n-vezcs 
o produto tensional de 1í. Segtmdo fWeyJ, mna teoria de n-bósons idênticoo é 
dcserit.a pela simet.rizaçiio [HEm] de 1[0n (para férmions, antimdri:t.açiio). 
A seções \{1 ( n1, n 21 .. , ) do espaço unitário [1-l0n] t.ransformarn-sc como os monôrnios 
T!j '»2 
Xt X2 ... 
Jntn2 ... 
E8tn n.prU>Cntaç.-~o chama-se rcduçtl.o simétrica de 1i0n à [H0n]. 
(2.55) 
CONSTIWÇÃO GBOMiiJTI!JCA 
Em {Wey) tcxnos uma aprrnentação do método de segunda quantiza<,.'iio como 
sendo um método cqtúvalcntc (no que couct'xnC a descrição da fisica de n-corpos) 
ao método de redução simétrica, porém sem nece&.-..:;ariamcnt,e t.cr a prescrição no 
número n de corpos. 
Observe que o método de reduçiio siméLrka, parece ter uma de':lcriçào apro-
priada em termos de !ibrados complexo.':!. 
A saber se considerarmos a rcpres<mtação de Fbck nas Vôriávcis holomorfas 
z, de fmma que zn/ JnT =< zjn >c con&'iderando a t."Xpan.são em série de um 
estado c,oercntc, como em (2.16) temo,., que os cst.-ulos cocrcul;es csl,ào definidos 
em ['J-l0nj, sendo portanto uma base adequada para tratar de problciW::lS de muitos 
corpos. 
De fato, uma observação que g;ostarfamos de deixar, feita crn [Kn] onde, ao 
requerer um fortnalismo para uma tooria de muitos t'.Orpos lô-se: 
"... Thc crucial propcrty to be requimd for this Hilbert spac<~ is "eontinuous 
nat.ure "; the "eontinuous tmt.ure 1' implies t,lw.t the Hilbert space can bc labelcd by 
the point of a manifold pOSSt."'>Sing with a ce1·tain continuous propcrty, thCJ·eby we 
ean safcly define the paths over wich path int.egration shou.lcl be pcrfonned. Sud1 
a Hilbert spacc can bc indeed realizcd as a generali7_,ed coherent statcs (GC.'3) ... " 
No último capítulo voltarf'..mOS a abordar este n."lpecto. 
Capítulo 3 
TEORIA DE CHERN-SIMONS 
TEORIA DE CALIBRE DE CHERN-SIMONS 
Dcs<le que Wittcn [WiL1,2,3] apresentou-nos a relação entre as teorias de c.-"ll-
ihre tipo Chcru-Symons em tr&3 dimensões e: os modelos integ;rávcis na rede, a.-; 
t.oorias confortrl(~ de campo racionai"l em duas dimensões, a teoria de Donaldson, 
os polinômios de Jones da teoria de nós, o intercs:se em investigar a qmmtiza.<:,:ão 
d.,'lS teorias de Chcm-Simons tornou~sc grande. 
A teoria de Chcrn-Simon .. <l é dada pela açào: 
8 = }'_ r Tr(AdA + ~A3 ) 
4n ./ M ._i 
(:U) 
onde lvf é tuna. variedade de dim<msão a. 
Começ.:•rcmoo. tratando aqui o r.aoo em que M = E X R onde E é uma var-
iedade 2-dimcnsional c U(l) o grupo estrutural (o caso geral será discutido pos-
teriormente). 
l0x:istcm dois métodos eanônicos J><'1Xa a <tlumtiza.ção de sistemas vinculodos. 
Num dele;~, impomos prllncirruncnte os vínculos e posteríonneutc qnant.i;""'·unog 
o espaço de fa"K! físico. No outro, a qnantização é efetuada anterionncut.e à im-
pooiçâo dos vfuculos. Esta será a abordagem que iremos tratar. 
A ação da teoria de Chcru-Simons ahcliana lê-se: 
8=}'_ r AdA 
471" .IM 
No caso (.:'J:D que M = E X R, o operador de derivada exterior c o._<; campos 
decompõem-se da seguinte forma: 
d -- dt.i),+ d 3.3 (3.3) 
---
A - Ao+ 11 
onde "" indica as eoordcnad&'3 de E. 
Impondo o calibre 110 = O, temos para a ação 
5 =- dt d xe~1 A--a-k f 1 ' -- d 
' 4n r, ~dt 1 
(3A) 
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Dc<:~.ta fonna, ACudo a lagraug(' __ .ana linear na.•;; derivada.~ tcmpomiH, Lemos oo 
(:fltn\)(lfl (',ç)Jtjngru:loA; 
(:!.5) 
Introduzimos agora uma estrutura <'..Ompk"Xa em E que nos !{lrH(..'CC coordc-
natla.'3locais (z, z') de forma q11e os campos são cx::prc~'>SOO ncs:·ms coordenadas por 
A= A~dz + A;;d Z. O par~nt.cscs de Poin."SOH quantizado Wm ag;ora a fmnm: 
{A, (z, z), A,, (z', z')}. ~ ~6(2) (z- z') 
Desta forma, temos uma realizay\o holornorfa dos funcionais de Ar, e portanto 
Az deve agir neste espaço como multiplicaçào pela variável A; c 11,, = (ti/6Az) 
como difercuci.H.ção funcionaL Vale ainda a identidade operatorial A! = Az com 
relação ao produto interno: 
(3.7) 
Tal formulação equivale, ua meeâtliea qtu1.ntica, aos operadores bootmicos a c 
at, na reprcscuta(,ilo holomorfa (de l•bek-Brut,'lnan (z, adJ ). 
Obscl"VC que a. integração do expoente não é uma integral funcional c sim um 
pot.encial de Kãllcr, definido no espaço das <.:onexões. De."> ia forma, t.emos um 
Histmna quant,b_,ado holomorfamcntc, do ponto de vista gcoméhieo ( 1,;3[) c LJ7) , 
c uâo apenas pró-quant.iL_.ado. 
Queremos agora achar o espaço físico, impondo os vím;ulos. Para tftl, impomos 
a invariância da noos.-"1. teoria pela.<.~ tnniSformaçÕfs de calibre residuais. 
A simetria residual da teoria é dada pelo grupo das transformações de calibre 
que preservam a calibragem tempo-axial, ic, impomos a invarância por calibragem 
espacial na variedade E (sem considerar transfonnaÇ.xles dcpcndcntc:_,>s do t.crnpo). 
Na verdade, somcnt<~ um subgrupo desta..-=> transfonnaçÕCf.:; de calibre indo-
pendentes do tempo serão vista .. "!. como simetrias de calibre. As transfonnaçõe3 
"largas" (finitas) serão analisadas à parte, estando o esptx;tro da teoria no esp.,>-ÇO 
de reprfflent.açito dffltcs operadmes, ao ínv.P.s dü ser invariante perante sm\ nç.âo. 
Voltarmnoo a este o."lSUllto nos cálculoo cxplícitoo. 
Queremos então encontrar o subespaço das flmções de on( las física.<:> ( admi:r 
sívcis). Para tal, selocionruno-Ias pela restrição de que as densidades exp(- 4: J d2zAzAz) W [A;]W [A 
sejam invariantes por transformações de calibre. 
A'i soluções irão gerar um espaço vetorial que sCI·á munido com um produto 
interno desde que a int.cgraçã.o sobre a lllt-'<Iida V (Az, A2 ) intercepte as órbitas 
(oriundas da ação por transformação de calibre) apenas mna ünka. vez;. Desta 
forma tanto as fun<,:Xics de onda como a medida já estarão definida-:; sobre o espaço 
modular. 
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Para realizannre explicitatuente o proc...·edllnento acima vamos, antes de mais 
nada, introduzir a paramctrização de Atiyah para os campos de calibre [Ati1. 
Lembremos que os ca.mp06 A são l-formas sobre "E Lie-valorizadaa (sendo Ç a 
álgebra de Lie do grupo G) e as transformações de calibre são mapas da variedade 
de base "E, no gn1po estnthual G ( = U (1)) da teoria de calibre, tornando--se a 
representaçiLo adjunta do gmpo. 
Precisa.moo classificar as 1-forrnas Ç-valorízadas sobre E, bem <~omo as apli-
cações de E em U (1). 
Para classificar as 1-fonnas sobre E, vamos investigar os objetos duais, os 
l-ciclos e o primeiro grupo de homologia. 
O primeiro grupo de homologia de uma supefície de Riematm de genus g é 
gerado pelo sistema t:<.'lliônico de contornoo fechados ü;,,{3j, í,j = 0, 1, ... ,g com &'i 




#(a,, a1) - # (/I.,[JJ =O, 3.8 







. \In d, ' 
Desta fonna1 podemos achar wna base {w,;}i=1, ••• ,g de 1-fonnas holomorfas tal 
que: 
TEOlllA DE CALIBRI!: DB CIIBRN-SIMONS 
(3.2) 
A matriz r(= (ru)i,j=J, ... ,_q) é simétrica e tem a sua parte imaglná.:ria positiva. 
Dcst,a forma a paramcLrização de Atiyah pa:m os campos de ealihrc escrevo-se 
(.1.10) 
onde u; E---~' U (l)c (complexificação deU (1)) é tun mapa uni-valorizado e 
uu nos dá a projeção da l~forma IU\ lm .. -«~ do .. ~ eontomoo não triviaia {wt}, ou S<~ja 
(:l.ll) 
sendo a= (at = 4~ J Wt (z) Az =coeficientes das proje<,.'.Õf~)i=-O, .. ,g· l<Jxplieita-
mcnte: 
(:U2) 
sendo X (z, Z) um mnpa analíLieo em E. 
As transfornk").(,'{)es de calibre, sendo Uk").pa..;; de variedade de base E, no grupo 
<~trutural lJ (1) são homotopicamente equivuJeni,es se induzirem mapa."! idêntieos 
(:ntre oo grupos de cohoinologia, ie 
f,- j,: E~ U (1), 
se li= fi: H' (E)-> H•(U (1)). 
Sendo 111 (E)= zm'lne JI1 (U (1)) = Z, a~ transfonnações de c:,.alibre são da.<>-
sificada..'3 por um mllnero inteiro sendo o índice de enovelmncuto ao longo de con-
ioruos homologicamcntc não triviais E'..Il1 E. 
Portanto a forma geral de 1m1a transformação de calibre terá uma parte 
<malítica c outra gerada pelas l-forma."! omónictt.s duaiH dos coutornoH canônicos 
{ai,f3,·) . . __ 1 , ic1 . •,J -.. - •.. ,y 
R(z, z) = exp (i>. (z, z) + i1rm (Im r)-' {' (w -w) - i7rn (Im r)- 1 f' (nil- ·r w)) 
, zo fzo 
(3.1;l) 
onde,\ é UlillH<:'lpa real analítico de E 1 n = ( n 11 , .. , n9 ) 1 m. = (m.1 , ••• , m9 ) , ni, rnj E 
z. 
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liCita a cla...:;._or;ifica.çâ.o1 observamos que, por trans10nnaçôcs de <:alihrc 
A;- ll- 1{kll, temos a separação: 
x(z,z) _, x(z,i)+-'(z,z),3.14 




Portanto, a.<:; transformações de eo:"llibre preB<:rvmn a panunct.rizaçiio (k>S cam-
pos de ea.libre, separados em uma parte rumlítica c outra multi-valorizada. 
A trausformaçâo de calibre de x e a s..-=io ditas pcquena.s c largas respectiva-
mente. As transfommções larga., são de caráter nitidamente topol6gie<X'>1 sendo o 
rnpaço de representação (e não cada vetor individualmente) deste b>TUpo li.nito, 
o objeto maior de noo.<x\ atenção. C...omo j<\ havímuoo salientado, esta.<:> transfor-
nll\.ÇÕffllargas não serão vistas como simetrias da.q ftmçCx:s de ond.._'\ c sim do espaço 
de soluções. 
Vamos agora procurar as r,mções de onda..<J ru:hnissíveis, ie, aquelas definida."! 
sobre o espaço modular, ou seja, as invariantes por t.ransformaçõos de calibre. 
Notemos que o potencial de K.:'iller também se fatora em duas partes ortog<r 
na1s, te, 
Port!mto, as fm1ções de onda admissíveis serão também fatorizadas na fonna 
W (Az) = 2 (x) fP (a). Na verdade, todo o processo de quautização, a partir da 
definição ela& variáveis ( <>peradores) holomóriicos, passando pelo comutador, até o 
(~tahclccirncnto das ftm<.--õcs de onda, tcrA nmn rclcitum fadorizada. Note q1w n 
parte do funcional (j) sobre a variávul "torx)lógica" a, aparenta mais mna funçào 
de onda mecânico quântica, deH.nida sobre tnn reticulado nmn hipcrpl.-"Ulo (g-
dimensional) complexo. Esta caraderístk,...-"1 será discutida em an;-iljsc posterior. 
Para realizar explicitamente as funçÕl."S de onda w:hnlssíveis, vamos analis-
ar a nvariação "que esperamos que tal função tenha quando submetidas à unu"l. 
transformação de calibre. Já sabemos que podemos "fatorízar " a análise. 
Analisando primeiramente a dependência na variável X (sensível às pe<Jucnas 
transforrnaçOO de calibre), observamos que a invariânciadamedidaexp ( ~ 4: I az :\: âzx) .S(X) 
2(x) por uma transfonnação in.firútesimal E: (z, Z), requer que: 
S(x +e) = S(x) exp (- :~ f ~:8,il,-x) . 
Desta fonna, temos qnc uma solução na forma: 
(:!.17) 
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qm~ por HUa analitieidade é inva.riantc também por tran..•d(muações de cnlihrc 
lnrwvól (tu\ vonhulc inscnRívcl). Gabe aqui uma ol:mervaçiío. l0X-pm1dindo o fun-
(_:imwl2 (X+ c) em série (tmmtdo a dcTivaç:âo funcional), ohLcrm)H a Lei de Gaus.'>, 
da invariâ.neia m~ilna. Daí lembrarmos o fato da l_,ei de Gauss so a n.<>:5erçiio físiea 
da invarW.ncía de ealibre das: funç()(~S de onda. 
Vamos agora anali:r...:·w a parte do funeionnl definida sobre a vari<lvcl a. 
A invariâm:ia da mcdi<la exp ( -7fk ii (Irn r)~t a) <P(a) <P(~) sobre a:.:; tratt':l-
formaçõcs de calibre largllS pode S('..r f..'ltontda holomorfumentc (ic, dependendo 
independentemente de a e ã) como segue: 
iP(a+ m+ nT) ~ 
iP (a)exp { k7r (m + n i). (lm 1T1 a+ ~klr (m. + n i) (Im Tr' (m + nT) + i.km .. n +i</> 1m+ i</>2n} 
(:us) 
onde (/Jt,o/2 são fases vetoriais, ic, 4)i "'""' (4Ji1 ,q)n,··· 1 4\q)(comparc os ültimos 
três termos do expoente eom 2.23), sendo neees..Wio que k seja mn inteiro (o 
a.rgmncnto para que k seja inteiro pode ser oht.ido qnalit.ativrone:nle o que remete 
ao argumento de Dinl(~ para pr<'..servar a invariância da teoria, ou diretamente 
como em [Lahj). 
As ftmções ink>ira'3 em a mais gerais que verificam esta regra de transformação 
sào combinações line..").}'CS das. funÇÕffi e de .Jacohi de caracieríslica p (E Zu:} (;Ilg e 
grau k (ver [Vil]). 
Com respeito ao produto int('JJJO, a .. "l funções e COin característieas diferentes 
são orlogonais nmtuamcnie. Na verdade, já lemos que csta.'3 são- distribuições sobre 
o rnpru:.:o de Hilbert. da.<:~ <:onc:xÕt:s (no easo presente) ou (da."JSÇ$ de cquivnlência 
de) divisores sobre .fibradoalincarc,"3. No apêndiee tmno.s mrm hreve aprese:ttlação 
à tR..oria d~'1.S funç.f)(':S 8 de Ja.cohi, 
'lCmos então k1J ftmcionais mutmunentc ortogonais. Esta.<:J comp()(:tn o espectro 
do grupo da..<> transformações largas de calibre, como jfi lmviámos mencionado. 
A primeira observação a se fazer é que <~tas transformações discretas definem 
um reticulado sobre mn espaço complexo Cq. A interpretação deste reticulado 
&'Crá dada goornctrica.mentt~ via fihradoo assoeiado..<;. 
l'Et(~ reticulado (-.9tá indexado pelos números m, n (vetores Z..valoti:r.A;l(los) que 
são o grau de cnovdamcnto em torno dos ciclos croiônicc~ ( aiJ33) não triviais. 
O operador que intercambia os kY vetores da base deverão ser entào, oper-
adores que t.ransladmn a variável {ou índice das funções) a --t a + m + nr, à 
mt..'<lida que dermos ( rn, n) voltns nos cidos não triviais. Alt>.m <li9.<;>01 o opeTador 
deve ser um observável natural da teoria topológica de campos, sendo portrotto 
topologicamente invariante c invariante por transforrnaç~)e:::; de calibre. 
Tais operadores são os laços de Wilson exp(i }~A). Thtes são operadores de 
holonomia em fibrados principais. Porém estes opf..~radores de holqnomia tem uma 
mudauça da iuterprct.a<,.W g<" ...ométrica quando inse.ridos no contexto desta.<;: teoria.<> 
quânt.iea.'{ de çampo. 
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Observemos primeiro que da quantiz.ação dos campoo A, os operadores de 
holonornia., que pertenciam a tun subgrupo de grupo estrutural U(l), passam a 
ter uma lei de eomut<lçâ<) "quantizada ",não mais abeliana: 
exp(i r A) exp(i r A) = exp (i~# (C, C'J) exp(i r A), ./c Jc, k ./c1e' (:U!J) 
onde# (C, C') vem de inicgr.F:tç.:=io do delta de Dira.c (portanto efeito quAul,ico), 
c mede quantas ve7A~ os cíclos C e C' interceptarn. Para obter a idcutidru.lc acima, 
basta usar a expansii<) de Baker-Crunpbell-Hausdorff. Com isso lemos 
exp(i ( A)exp(i f A)=exp(i { A+ij. A)+~[ f A,r A]. Jc Jc~ Jc C' 2 Jc Jc, (:l.2o) 
Se A= 4,dz+ A;;d i então: 
(:1.21) 
Dado que esperamos mna. ação nas V'd.ri~í.vcis (ai, ãí), iremos considerar apenas 
a projeção de Az, A; soh1·c as l-formao:.; c-..anónica .. 'i duais ao..'il cldos homologicamentc 
não triviais, lc, 
L; L; f c fc, [?f a; (Irn r);j 1 w; (z), 1r a,. (Irn r);;,:, Wn (z)] = 
' n 
Agora considerando que o potencial Kãller nas variáveis (aÍ> aj) &'3SlllllC a 
forma -k1fat (Im T);/ aj, devemos ter que [ai (Im T)i/ 'ãm] = ó.irn/1fk. PorWutto: 
(:!.22) 
Decompondo os cidos C, c' nos canônicos o:,, {3J ua forma C = a,.o:, + bi/3J, 
C' - ' b' {3 . "d . d . ·' - (??) l . - a.iaí + J j e (.on.cu mau o as H".<~açoes . . o )temos. 
A quantizaçr\o do.':! potenciais Ai' s é portanto uma dcfonn .. "\Ç<\o (veja ['Iak)) do 
produto do grupo (ou álgebra) de Lie U{l). II16Crimos uma estrutura simplética 
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(}\lgebra de Hdsenberg) na ~llgcbra de Lie do grupo U (1). I~t.a dcforma.ç;\o está 
iutinmtncnto Ligada. à t·cprcoontnção dua grupo- quâniicoo ctu Chcrn-Simons. No 
próximo c..apltulo abordaremos e1:1Le <t.<;~cnmlt.l. 
Vamre agora interpretar geomel,rícameute todos estes n:t:~ult.ados. Lembremos 
que temos primdro1 tun fibrado principal])~ M (= E X R) aonde estão dellnidos 
as conexões {A} 1 c o !i brado linear L sobre o rnpaço de conexões dciinido para 
quantizarmoo o sistema {A}. O fi brado linear é defmido holomoriieamcntc L ~ F, 
onde F é o espaço das conexões, módulo tran:•:~formações de <:alibrc, ou o espaço 
modular. Vimos no entanto que a.-, transformaç.f>es de c.,-:tlibre pequenas, são a.-o; 
simetria.., efetivas das nosSflS furu,iies de onda, ou seções holomorfas, e transfor-
m~·ôt .. ~ de calibre larga.'> formam mn grupo di."lcrdo, cujo L"Spaço de rcpn .. 'I':!Cntação 
tem por ba:~e a."l funçiX.."'> 8 de Jaeobi com cru·actcrística. Cabe lemhrar que o que 
chamamos de tran.o::;formaç;õrn de ca.lihre, que na linguagem dos fibrados são as 
furu.f}O) de tnmsíçilo no Hbnu:lo principal P ..2'"--1" lvf svbrc <\.<s l-fonm1.'1 de em~çx.ão1 
no fibrado linear L ~ P não passa de tran.':!lações nas coordenada.•'>, já que a 
nossa base é o próprio <:S'J.k'\ÇO dos potenciais (ou l-formas de <;omXfl.o do fibrado 
principal a.'isociado à teoria de calibre). 
Essa . .-; tnmslaçõcs s.-1.o oriundas da ação do gntpo de Wcyl-Ilcisenherg definido 
pela quanJ,i:?.ct.ção do si..<Jtema. Vimos no capítulo anterior <:otno delinlr holonomias 
a partir de fn..<)CS geradas pela ação do grupo de Wcyl-1-Ieiscnberg. 
As fa •. sc:; gcrn<léL."l por transformac,.:()L'S pequenas não afetam a:=; sc<.,-"'Õ<...":l, ao Jk'ls.so 
que n..-<t fases g(_'fadas pelas transf()nn~'ÕG><J Ungas tem relevância. DesLa forma as 
transformaç()a:) de mlibre analíticas são mapcacl.'l.'3 em laço:> triviais. 
Em geral, o grupo de holonomia sofre sérias n:striç{>es se llnponnos a,"l condiç,"l:""ics 
de intcgrabilklade, ou de quanti7Ãlç.ão. C.;1.bc ressaltar que no ea.."ro estamos trat~m­
do dmna teoria segundo quantizada de campos, com a quantizaç.--l.t-) "dclt.iforme". 
Entretanto, a quantizaçiio dcUiformc deu lugar a mna quantizaçà.o finita, 
porém diferente da mmal "mectmico quântica ", a sahcr: 
Tínhamos a quantiz..açrl.o miginal 
[A,A;] ~ J;6(z-z') 
que pela análise da.~ variáveis rcleva.ntcs do sistema resultou em 
(3.24) 
sendo ai, ãjo número de cnovclmncnto em t.mno dos ódos canônicos de ho-
mologia não trivial ai,{) i. 
DesLn fOrma vcmoo aqui que da mesrrm forma que, como no enpítulo II, o 
grupo de hotnoLopia da base têm urna importância f1mdmncntal na quauti;r,a.çim 
do sistema. Para evitarmos a quantizaçâo deltiforme (a i1úinitas variáv(..'ÍS de 
c.ampo), sdecionamos as variáveis rdevantes do sistmna a partir de considera(,Vffi 
topológica.<> do espaço de fase clássico. Cada escolha de ai equivale a uma couexâo 
num fihrado principal, que especifica qual a teoria de calibre na. qnal estamoo 
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trabalhando, ie, qual o sistema físico em qm~tão. 
Creio que devemoo reforçar melhor este a.Sptx~Lo. Acnbrunos de mcllciouar 
o papel fundamental do grupo de homotopia da varied.,'\de de base. Os ciclos 
('.aJlônicos não triviais {ai} em Af são fundamentais tanto no cslabelecimenl,o da 
relação de comutação expressa na formn de Weyl por: 
exp(i f A) exp(i f A) ~ exp (i"-k# (c, c')) exp(i l A), 
Jc Jc' . c~-c' 
eomo no estahclecimento das variáveis relevantes {ai} . Obvimnenl.c l.'Sics doi.<:i 
fatos são corrclacionadoo.Por um lado, 
onde c= miai+ nj3jl c'= m;ai + n~(3j. 
Por outro lado a cxprcs.."Jâo de Weyl ootahelecc uma relação de equiVCllbucia 
{-'lllre ddos não triviais, dado que a ld de comutação~# (c, c') fica hem ~~tahdt.."'­
cidamódulo k. Portanto, no U&'UUlOS as equações }~i Wj = óü, Jf:l
1 
wi = TiJ, tran . .:r 
pomos, por dualidade, l.anto a quantização como a relação de equ.ivdlência (c ""' c' 
se (m, n) = (m', n') mod k), para os coeficientes da expansão ai = 4!,_ J Wi (z) Az 
de fonrm. a obtcnnos os k geradores (e seus rc..<;.pect.ivos conjugados hermitia.nos) 
{at} do grupo de Weyl di:.:;cretizado: 
[ai (Im r)ij 1 , ilm J = bjm/1fk. 
Da lei de quaut.izaçiio vimoo que a relação d(; t.'<tuivalênda entre os ciclos 
C= miai+ nj/3}, é estabelecida por~#- (C, C'). Podemos pensar a:>ta f<mnula 
enquanto mna forma simplética no espaço dos ciclos. Cada ciclo lJaveria de ser 
um gerador de mna variável quântiea, definida pelo procedimento acima descrito. 
Entrcta.I1to temos a tal relação de equivalência no espaço dos ciclos que nos re-
stringe a l;rabalharmos com apena<> 2k dclos distintos, que defmem as v&iávei'S 
{ai, Õ,j} , quando transpost.a para o CS})aço das 1-fonna"> canônicas. 
Todos e .. •>ies argumentos vem a revelar o efeito da t.opologia da ha..c;c na definiç:iio 
do espaço modular a St,"l' quantizado, c também na quantização. 
liSte fato poderia ser de se estranhar uma vez que, mesmo o fibrado linear 
estando defmido sobre o espaço das conexões, é a e.'3t.rutuJ"a. topológic.:"l da ha..<:~c 
quem está definindo as vmiávei<> relevante; a acrem quantizadas neste cspa<._x.l de 
<:onexõm. Na verdade este fato est.:l. em completa analogia com o capítulo ante-
rior. Neste vimos que diferentes laços na base geravdlll diferent.rn rcpresenta~'Õcs 
do grupo de homotopia sobre o t.>spaço de l1olonomk·\s. Cada represcnt.:'lÇ<-=io ger-
ava uma quantizaçâ.o inequivalcntc do sistema dássíco.. A<:~ qw:mtizaçÕG~ eram 
dt>Jinidaa pelos fibradoo linea:t"ffi que por sua vez eram definidos pela.<J conexÔffl 
{O i} dos fihrados de linha { Lt}, Ora, conexões definem 0.':1 momentos mcc.ânícoo 
(a gTosso modo f{ = p +Oi) que por sua vC'J: definem o sistema físico. N('~st.e ca<10 
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flS <'.oncxões sào dum fibrado principal. PortaJJto, os momento mccâukos uo ca.<Jo 
serão Pí = p + cAi. Neste sentido usamos o mcsrno princípio para estabelecer 
as variáveis de campo Ai estudando a."' imagens dos ciclos da base para definir o 
espaço de conexões {ai} . Creio que esta amUise física simplifica a comprccns.:~o do 
espaço modular. 
Vamos construir um exemplo coucrcto. Adotemos E = T, ic, o genu.<J da 
superfície é igw:U a 1. 
TCmos sohre E = T um flbmdo principal onde mtá definida mna conexão {A} . 
Consideremos o eipac;o de conexões ou seja uma coleção de fihrados priucipai."' com 
conexão sobre M. 
Primciranw.nte lemhrcmoo que a lei de Gauss restringe-nos a trabalhar com a."' 
conexões plana":!. Lembremos que a lei de GaURs equivale a llnpo.•:;if;ào de ínvariân-
, cia por transformações de calibre irúinitesimais, e que as transformações de <'...alibre 
são <:aminhos sobre o rnpaço de conexões. I-Iavert-'!nos de levar em conta também 
as transfornmçôcs na forma a -+ a + rn + rn orilmdas de imagmL<:~ de c.."lminhos 
fec1uulos da ba.<Je, em torno de cidoo não triviais. A topologia da base estabelece 
quais são e:;te caminhos não triviais. Dissemos no CIItanto que transformações de 
calibre são translações no espa.ço de conexões, imagem de tranf3lações na ba.<.>c. 
D<~tas con,<Üderaçõcs poderíamos simplesmente considerar o espaço (L>S conexões 
como um toro, de forma que translações sobre o toro Sflo geradas por transfOl"-
maÇÕt:;s de c.."llihre infinitreimais (ver(//)), c as tran:3forma~'Õcs larga."i C(JUlvalcm 
a volta.<; em laços não triviais definidos sobre a superfície do toro. Lembrando--se 
que da re]aç.<lo f;# ( C1 C') estabelecemos Wna relação de C<JUÍValônda entre ciclos 
<~ scudo a, m, n números de enovclarrJcntos em tonto dos cidos cru1ônio)S a e fJ 
temos que aB trans10rmações de calibre largas são definida.'? módulo k, ou em zk. 
port.auto hnvemoR de t:onsid(.Tnr apenas k deHtas volt&'i em torno <ln n: e fJ, on se 
pref<~rir 2k cielos { Ct} i=·í, ... ,2k-
Para quantizannos o sistema e01t.'3Lnt.imos fibradoo li1lClU'C.''1 sobre o toro. :Mas 
Hhrndos lineares sobre os toros estão em relação 1-1 com as funções theta de .Tacohi, 
<! a..<> holonomias. não triviais intcrcambiam as flmç<:ics thda. As holouomias s<l.o 
definidas pelos laços de Wilson, ic, exp ni .~;- A. Desta forma t.emos os 2k cidos 
indiciando as transla.ções. Deve-se aqui fazer uma ressalva. Da mesma forma 
que no capítulo anterior tínhamos translações no interior da célula de Planck, 
que intercambiava as repre;;cntaçõcs (codific.o'"l.clas nas funções 8d, ou os fibradoo 
d<~ linha (L,i, Oi), c translações sobre o reticulado cujos passos eram da ordem da 
célula de Planck, que prcscrvavwn as funções Gi; neste caso temos também este 
panorama. & transladarmoo em torno do ciclo (i (ou a) por um fator n < k, o 
opcrudor acima faní um intcreârnbio entre os modos-zero eí Translaçõcs maiorts 
pre3cnrarmn os modos. Esta análise bem como sua int.crpretaç;lo geométrica. já 
foram feita no eapítulo anterior. 
Para finalizar (~ta scçi'J.01 v..-unos <~onsidcrar .algmna..o; gcncraliZflÇÕ<~9 do ca.<>O 
analiY"'"ldo. Primeiro vamos estudar os limitffl em que k = O c k = oo. Em 
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seguida, o caso em que Pvf é mna 3-variedade qualquer e G um grupo de Lie 
semi-simples em geral. · 
No caso acima k era fundamental para determinar a quantidade (o número) 
de sistemas físicos existentes na teoria ( k sistemas a.<mOciados repectivamente a 
k f\mções theta de Jacobi). Para k = O o termo de Cliern-Simons é inexistente. 
Lembremos que k está associada à carga C'.entral da álgebra de Kac-Moody (em 
teorias de campos conforme). Portanto, o fato de k ser identicamente nulo indica 
a inexistência de efeitos de quantização (segunda) na sua teoria de campo. Desta 
fonna, o termo de Chem-Simon."> estaria ligado automaticamente a efeitos quân-
ticOfl da sua teoria. Desenvolveremos melhor esta análise no último capítulo. No 
limite em que k tende a infuúto devemos primeiro ver que não temos a obstrução 
causada pelo termo ~ (C, c'). Isto é, teríronos infinitas representações ine<ll.ÚV-
alentes, ou izúmitos sistenw.9 mecânicos quânticos, sendo portanto mna seg1mda 
quantizaçiio wmal. 
Pma analisar a generalização em que M- seja tuna 3 variedade con<>.xa e com-
pada gcnériea pr<--'Cisatno."' do conceito de "splitt.ing de Ilccgoord "(ver [Nov]). 
Sendo IY! tmla 3-variedade fecltada, conexa e (',ompacta, podemos fazer urna 
dnrrgia em M ao longo de Ulllél. Sttperfície de lliemann X: , de fomta que A1 seja 
partida em duas variedadng !111 e M2 , !vf = M1 U A12 de forma que DA/1 = "E = 
-OM,. 
L~ claro que tal partição não é única. 
Para descrever agora o formalismo desenvolvido até agora para este caso, 
vamos rccscrcv<>X a açào da seguinte fonna: 
z, (M) = /[V A;] exp JikS (A;)] 
onde 




z, (M) = / [VA,VA,]exp { -2TC/k (i d2oA,A,)} <PaM, (A,) >lf&M, (A,), 
(3.26) 
onde as <:Oordenadas (z, Z) parametrizam a supefície de Riemann E ao longo 
da qual é feita a "colagem "de Mt com M2. 
<P8M, (A,) é um funcional da fronteira de M1 e >l!aM, (A,) um fnncional da 
fronteira de Af2. 
(fig. 3.2) 
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Esta formu.laçiio, embora pi:\reça ser <:sLranha, provém da.<i idéia.'i gerais da 
tooria qu&ltica do campo. Sabemos que amplitude de transição pode ser csc1·ita 
nA f01nm 
(3.27) 
1 qiti > S<:lo seçõa5 de1iuidas sobre mn aberto ui da variedade rnpaço temporal, e 
(qft f ! qiti) é o produto interno entre &'i seções, definido na fibra sobre a interseção 
u, n u1. 
Ainda, a t.ransiçâo de amplitude vácuo-vácuo, na prcsenç.r_'l de fontes./, é pro-
porcional à função de partição, ie, 
(0,-ool O,+oo)J oc jrv,;,jexp[i8(</>,8,P,.J)] (:!.28) 
No caso da ação ser n de Chern Símons, e sendo a integral tomada sobre o 
cspa~'O modular das conexões chata.<>, não temos o termo de fonte. Além disso, dado 
que M é eompa.cto, definimos a.'i seções sobre as variedades M 1, M2 (tmm vez que 
que não ternos de1inido -oo e +oo, ou se preferir, temos compactifiea.do o espa(,:o). 
O produto interno entre as s~'Ôl".S é tomado em Af1nlvf2 = 8.A11 X R= -8Af2 X R. 
O fato de intersecção poder se esaita na forma 8.M1 x R decorre do k"'rcma de 
existência de vizinhança tubulm·. 
A~sim sendo, medimos o emparelhamento dos espaços de Hilbert a.<.!SOCiado ~\s 
fronteiras. Uma vez que as fronteiras são escritas na fonna a.Aft X R onde a.A11 = 
E é uma superfÍ<.:ie de Hicmarm de gênero g, conseguimos retornar à definição 
(3.2 c 3.4) de,;ejada, que equivale ii formulação desenvolvida operatorialmcnte c 
analízada do ponto de vista geométrico durante o capítulo. 
Note que, neste wso, estamo."! ainda mais no âmago das idéias da teoria quân-
tica de (::aJnpos. 
Se /'v'[ for o nosso espaço de configuração, Mt e M2 são duas "partes" do uni-
verso que se encontnun e:rn configurações física..,; diversas. Esta.':~', no caso da teoria 
de Chern-.Himons, são representadas por estados de vácuo. Temos, no entanto, 
tuna transição de trma configuração à outr~ na fronteira de Mt e M2. 
Se por exemplo, M 1 e M2 encontram-se na configuração 61 e 82 respectiva-
mente, (Si são as funções thcta de Jacobi, definida na fronteira 8.A-1t = -ô.M2 = 
E) o operador que dá lugar ao termo de fonte J é o opexador de vért.icc exp(J A), 
que leva a configuração 8r à e2, e o produto interno, mede, portanto, o valor 
esperado do operador de vértice (ou laço de Wilson). 
Geometric.;"l.mente, este operador gera um enovelamento em torno de tm1 ciclo 
rum trivial, sendo portanto wn difeomorfismo global sobre E. 
'i;f.~~~~ (fig. 3.:!) 
@ -«rsA. \,J_----
ASPh'C'l'OS TOPOLÓGICOS DAS' 'I1c'OJUAS DE CALIBRB ,55 
Vamoo verificar agora a generalização da teoria para o ea.'ID em que G é um 
gruPQ de Lie semi-simples qualquer. 
Já vitnoo que a invariância da teoria por calibre restringe-nos ao estudo das 
conex:Õffi planas. C'xu:la conexão plana, pelo teorema de Ambroso-Singcr, gera mn 
grupo de holonomia discreto, e a superposição dos wírios fihrados de holonomia 
gera o nosso esp~u modular. Lembremos que sendo o grupo de holonomia discn~to 
c da existênt.-ia. de mn homomorfismo do grupo de recobrimento universal Jr 1 {E) 
no grupo de holonomia, (ver {Kob]), as conexões planas estão em correspondência 
1-1 com representações do grupo fundamental no grupo estrutural G. 
Sendo 1T I CL:g) = z<ItZg ' mn grupo abeliano, deveJnOS ter rcprcsentaçôes de 
1r1 (E) na subálgcbra de Cartan de G(sobrc C). 
Lembremos que para uma dada conexão cltata, ic, para mua dada rcpn~en­
tação do grupo de holonomia na subálgebra de Cartan, sendo o grupo de holono-
mia discreto, sua imagem C':ltahclcce tml reticulado na subálgebra de Cartan. Este 
reticulado) na forma O -+ O + 21fa é tal que o: é mna l-forma com valores na rede 
de raízes. Para compreender tal argtunento, basta recordar que no ca.'ID abeliano, 
o reticulado ai -+ CLi + rr~ + Tiini é dcfmido de forma que se nnmirmos o cspa<_.."Q 
vetorial gerado por (ai, ãj) com um produto interno, o rcticu:k-ulo é definido por 
elementos cujo produto interno (módulo rede recíproca) assumam valores intein>S. 
Neste caso o produto interno é em a forma de Killing, c a rede de raÍZG"3 define 
por com;trução, um reticulado na fibra. 
Ainda, o grupo de Wcyl que mapeia mna escollm de raízes simples em outra 
funciona, neste ca.'ID, como tran.<:~fomaç.-:W de calibre. Ou seja, a nossa escolha para 
o sistema. simples de mízes será tíni<:o. 
Desta forma, numa prllneira análise (sem a quantização) o nosso cspa<;:"O mod-
ular é escrito na forma: T X T /W ( para 1r1 (E= T) = Z ffil Z) onde '1' é o toro 
maximal e W é o grupo de WeyL 
Agora lembramos que a quantização na forma [Oi, 0~] = f6ij 1 cslabck'Cc UIIl<'l 
relação de equivalência entre a rcprcsent.açâo de 7f 1 fE) gerada por um i-ciclo (i 
ve7,.,cs enovelado em torno de um ciclo n.:'lo trivial) c mn i+ k-ciclo. 
Desla forma, nosso espaço de fase é compact.ificado na forma T/W -+ A w /I-V K 
kAn onde Aw é a. rede de pesos (lembrando que os pesos maximais estabelecem 
as represent~iics da álgebra de Lie semi-simples) c AR é o espaço de co-raízes. 
ASPECTOS TOPOLÓGICOS DAS TEORIAS DE 
CALIBRE 
Na seção anterior e;tudamos a quantizaçiio holomorfa das teori<'ls. de campo de 
Chern-Simons dum ponto de vista geométrico. Vimos que, para uma Lagrangcrum 
com ''carga topológic_a " k, muna teoria com base M = E0 X R (onde Eg é 
uma superfície de Jtienm.nn de gcmts g) grupo U (1), o CSJ~'o da.':~ soluções tem 
dimcnsi'\o ( k )9 • 
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Lemhrcmos qnc a."l soluç(x-:s são modos-zero, dado qu<; a hmniltoniana de 
Chcrn-Bimons 6 nula. Caberia então a pcrg1mda: "Qual a mzOO de c.'iLuclnnnos 
uma teoria que a primeira vista, é Iisicmncnte trivíal, muito embora o re<plÍntc de 
sua elaboraç.-:W formal? '' 
Nesta scçilo ircru<.m. di.<Jeutir &<i várias apariçôes do ''termo de Chern Simons n 
na literatura físiea, t-: embasados nos vários argmnentos expostos tentaremos tcc('..r, 
eocrentcmcntc ''uma rnagnífic<l colcha dentre os wírios rcta.lhoo". 
Vamos começar a discussão com uma lagrangca.na na forma C= LvA.-t + OP, 
onde C.yM = 1trf.Vwf~w ú o termo de Ya.ug-Mills c OP é dado por P = 1;;,; 2 tr * 
fi'J.tl/ f<~ v (O é um parfuuetro, que ua k.oda de Chern-Simons lêm papel fundamental, 
como j;l. foi visto). 
O termo P, conhecido como termo de Chcrn-Pont.yagi.n, c u:c.mal nas k'<)ri.a.<;) 
de calibre quando ruu:Uisada n.s soltJçt:tai auto-duais da teoria ( Ji~w = ± * F1-w ), 
é um termo de divergúnda total, podendo ser t~cr:ito na forma p = aj.jn~ onde 
r!~ = -l/16Tr2trc"""o[A,PJ,0 + ~A,A11 A,] = -l/16?r2tr{(A 1\ dA+ A3)"}. O 
termo Q~ 6 a densidade de Chcrn Simons, objet.o de nossas atcnçi'x..>s no presente 
trabalho. 
Sendo 1' um termo de diverg~nda, a omtribniç;l.o drostc na. açà() {~ dada pelo 
termo de superfície lcp = J d1xP = J d.s 1J1h onde ds1l ó o elemento de hipcrsu-
perfície :J-ilimcnsional. Ainda, sendo P mn !;ermo de divergência sua presença não 
afeta a..:; cqmu.,.-ões de movimento. 
Mesmo as.-;:im, veremos que sua pr(.."3CUÇa leva a questionamentos muito intcr-
CSSatltffi na análise dc.':lta teoria quf\ntic.:'\ dos ca.mpoR de calibre. 
Enk1.o, vamos cOin<:,-çar o <:studo pelo formalismo IIarniltoniano, ie, vamos e..<:~ta­
bclccer as VRriáveis canônieas. Fixemos como usual a c.alibragem de Weyl, A0 = O 
[Nu:l]. Temos então: 
H=~ f d3x((E~)2 + (B:)'} 
onde a 6 o útdíce Lie-algébrieo, k índíee espaeial c 
"' 1' L' 1 'i' r.• Dk = 'ko c )k = 2e l'ik· 
Temos trahallmdo eom no~ação t.cnsorial por cornodidndc. 
(3.29) 
(3.:Jo) 
A relação <'..ntre a "velocidade" Ek ( = ~OtA~J e o momento omônico 7fk = 
8.C/8(8tAk),ondc C é a Lagrangr:<uta de Yang-Mill"l mais o temo de Ghcrn, é 
dada por: 
~ 2 2 
"' = -Fo, + (0/81f )B,, (:J.31) 
de forma que podemos reescrever as cquaçôcs de Hamilton na forma. 
(3.:J2) 
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Usualmente tú1hamosa HamiUoniana de Yang-MilL"' na forma llYM = ! f dax{(71k) 2+ 
(Bk) 2 } • Podemos relat:ionar estas d\la.':i Hamiltorüanas por uma transfonnação 
tmitária, a saber: 
JlyM = exp( -i0w0 (A))H exp(i0w0 (A)) 
onde w0 (A) vem do termo temporal da deu .. "! idade de Chcm-BimoHH, i c, 
wo =f d3 xnz (A)= -1/16"2 f d'xtre""'[Aal'#1 + ~A,ApA,] 
Desta forma, se W e Wy 111 são auto-estados de 11 e flvM r<..vsped.ivamcntc, cstffl 
~t.âo inter-relacionados na forma Wy M = exp ( -i,Ow0 (A)) W 
Ora, vemos então qnc o termo topológico de Chern-Himons gera uma fase, fa..":ic 
esk"l. que, se dum ponto de vi.•;;ta mecfmico quântico é trivial, na tt)oria sc,g;umlo 
quanti:r,ada é um oh jelo digno de análise acurada. 
O termo de fa.<>c w0 (A) nada. mais é senão o termo de Chern-SimonR t.)lJl três 
dimensões que cstivt.~mos estudando. Para trazer a disctl<'lSiio anterior ao contL-xt.o 
atual, vamos recobrar que o termo de Chcm-Símons não é um termo invariante 
por transformações de calibre. Na verdade, por uma iransfonnação de calibre 
A ---+ Ag temos que: 
wo(A,) - w0 (.q- 1Ag-g-1dg) 
- wo(A)+wo(!J-1'\lg) 
A quanLida.de w0 (g- 1'Vg) é uma intcgTal a valores em Z, como jt\ foi dito, 
earactf'.ri?..ado pela da"lSC de l10motopia da transformação de calibre (ver cq. :J.IO, 
:Ul c 3.11). 
P...sta vari~:ão por transformações de calibres levou-nos a ddlnir sobre os ftm-
cionais 'li (A) mna transfonnaç'io de calibre larga, que leva um estado de váculo 
(modo.-ze1·o) em outro. Note que cada c..<Jtado de vácuo deve dar origem a mn 
ffiJ><lÇO de Hilbert associado. Ainda, como já foi lembrado, a teoria de Chern-
Simons aparece natmalmcntc quando no cálculo dos "instantons". Portanto é 
natural supor que este operador de transforrnaç.ões largas seja associado (ou o 
próprio) tt.mdamento entre os estados de vácuo (instantons). gntrct.anto nao 
podemo.<:> falar em tunelamento em mna análise "mecânico quilntic .. "t ". 
Bom, esta série de asserções serão tratadas com ealma. 
Vamos primeiro analisar o significado físico o geométrico da variância por 
t.ran"lfonnaç()CS largas de calibre. 
O calibre de Weyl Ao = O ê uma calibragcm adequada para tratannos o prob-
lema da quant.izaçã.o da teoria de campo (segm1da quantizaçâo) no formali.<smo 
Harniltoniano, ie, estabelecemos vdriávei.9 de campo análogas às vH.riáveis canôni-
cas (p, q). 
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H.elcmhnmdo a1gmna.q JHlatU,.'II."' desta calihragmn, primeiro recordemo."! que 
para dado potcndEtl A, trornprc podemos: achar um potcneial <XJlÜvalcntc por ro-
calibragem A~ A'= A.'lo tal que eate potencial A' satisfaça a condi~·ào de W<-yl, 
~J = O. Para tal, ba.<;t.a escolher g0 = T exp {-_[ ~~(;r,, s) ds} onde T é o 
ordenador temporaL 
Ainda, além d,'l. nuüriz g0 escolhida, todas as maLri7k"5 na forma li (:"V) = 
g (;;) go (:c), onde g (X) é mn dcrn<:mto arhritrário do grupo d.as trmmfonna.çõcs 
de calibre, dependente somente da posição (eoordcm:u:la . .:; espaciais). 
Portanto, a c.:-úibrHgcm de Wcyl somente reduz o grupo de eH.lihre para ma-
trizes dcpcndcntm apL'lk'1t'l da posição. 
O gerador da:::~ t.ransformações de calibre para a teoria de Yang-l'vlills coi:neídc 
com o componente temporal de (D1, {11'1tv)J ou seja C (:v) = ôAJ'i1k - [Ak, FOkJ· 
A varimHjlo de calibragmn é efetivada ao impormos o vínculo C (:r.) = O, ou em 
segunda quantiznçâ.o C(.r) !W >=O, qnc entende-se por Lei de Gauss. 
Vimos que o termo de Chem-Simon."l tem mna invariAneia por transformaçôes 
de calibre inlinitesimais, embora não o tenha pcla."'' tra.nsformaç(:>CSlargos. 
Desta forma, a adição do termo de Chcrn Simons (ou a densidade de Chen1 
Pont.ryagin), taz com que tenhamos uma "anomalia" na Lei de Gansf; (vex [Fadl, 
{ShiJ), ou seja, teríamoo uma violação na condiçào [C a (.1:) , Cu (:c') J = f~1'Cc (x) ó(::c-
x'), e esta viok·u;;.<lo poderia ser efetivada pela introdução de mn dois-cocido (ver-
emos isto em breve, veja também a relação <.--om grupos q_uânticos no \Ütimo capí-
tulo), 
H.ctonmndo à análise dos auto-modos, havíamos visto que a introdução do 
termo topoógi<:o altera a escolha de variáveis eanônicru;, ic 
Daí que se quis('J'lnos pr(,>scrvar a formulaçiio canônica, teríamos a luvnilto-
n:imm de Yang-Mills Jln,Jy que se reladona com li via transformação largA de 
calibragcm llvM = exp( -iOwo (A))H exp(iOwo (A)). 
Da mesma fonna devemos teT que os auto f'~':lta<lo WvM (A) de llyl!f relacione--
se com os anio estados Y (A) de /f por \llvM = exp ( -i0w0 (A)) W . })esta. forma 
W'yM (A) deve obedecer a scg·uintc lei de transformação: 
(3.35) 
onde g., é um elemento do grupo das tra.usfonnru;;-<X..~ de calibre homotopiea-
mente nào-trivial, cujo termo da ~:~ubálgchra de Cm-trut é imagem do 1/."·éf:iirno cido 
nâo trivial definido na base('?'! ) . liSta tnu1sfonnaçào é a mesma obedecida por 
u10(A)1 ou sttia wo(A) --t w0 (Ag.J = n. 
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Caso W0 seja mn ed.aJodcvácuo (A= O), geramos então um conjunto {W~rMi} i=-O,L. 
de catado vácuo Z..indiciadoH, cada wu cquiv.Ucnte à wn instauton cL·l.Ssiiiead.o pela 
dasse homotópica de An = g;;I''V On· 
A quebra de simetria da I.ei de Gauss causou, então uma quebra topológica 
de simetria dos o:;tados de vácuo (em {Jac} t;ontrasta-se tal qnchra c<ml a.<:; qnehr&"l 
cspontfincas de 8imctria). 
Os estados de v"ácuo Z-indexados, hem t'omo a anólise do formalismo opera-
torial, foi desenvolvido no capítulo anterior. 
Ante:s de cntranuos em 1.una intcrprclaçào mais física (c, por incrível qnc 
possa parecer, mais fonnal) varnos apcna.<> f<lZ(.1f alguns comentários concernentes 
à quantização deste sistema. 
O fato de termos estabelecido um par de variáveis cauônicns ( 7r a, !Ja) outro 
que (Eu., Bn) pode ser analisado de várias rnaneinl.'>. Sabemos que a csc.ollta de 
variáveis cruiÔIÚOl."> em qullJ1tização g(xJrnétrica equivale à uma cs<:olha de eoncx;-lo 
no fibrado linear complexo. 
Ocorre que a quantizw;,:.âo geométrica de tooria.q de calibre (r:;eg,tmda quanLi-
7..ação) não tem urna interpretação tão simples. Por exemplo, ç..anornicamcntc, 
a cscollm de calibre de Weyl nos propicia a ver a variedade simplétk.a AI como 
SC'ndo o rnpaço dos campos de calibre (Ea, .lia). A invariância da teoria }Jor cal-
ihragem nos pcnnite l..ennos uma seção global sobre o fibrado ( 1lt (A) invariante 
por transformrujio de calihre) e a quantizru;io é bem catabd<X.:ida. 
O que significa a quanti7_.ação ser bem estabelecida neste caso'! 
Ora, j/t que <JS campos são invariantes por transfortnações de <'nlibrc, o e::-;paço 
das soluções sariafaz C (X) \11 = O, e esta eq11ação de vículo estabelece o espaço 
dos estados do nosso sistema físico. 
Agora, ao perdermo.'> tal invariância, torna-se difícil o estabclceimento dos 
auto estados do sistema, ou seja, as seções do fihmdo (nilo-globais). 
Mas, como vimos, sabemos ex..-:ttamenie o efeito d.,-. perda dn invariância de 
ealihre, e podemos restringir a ruuí.lise ao espaço das ooncx(>es plana'3, pma esta-
Ld<-.'C{'XlllOS os estados de vácuo c, <1 partir dele e achar os estados cxóU\(los na 
teoria de Yang-Mill'3, sem precisar estudar a quanl,ização da varicd<'l<k sirnpléti<'a 
dada pela.<:> variáveis mixas ( 1f a, B a) . 
Ainda, se pensarmos no operador de Dirac, no primeiro caso, tendo uma teoria 
invariante por calibragem, o nosso operador IP.. (ô/-1 + AJJ) é bem dcfinido1 ao pa~qo 
que ao pt'-7dermos a invariância1 pa.'3Samos a ter tmm. família de opcradon·$ de Dirac 
{ 1" (O"+ A~)}"""·'····: 
Deste-:\ forma torna-se claro o fato de rela.cionannoo cada escolha de wn setor 
An, com um espaço de Hilbert. 
Podemos ver agora o efeito desta análi"!e, nos auto estados do open1<lor de 
Dirac. Para tal prccisarctnos de lllll pouco mais de matenu\liea. rvia<>, 1l.9Sevcro, 
valerá a pena a cmpreitadn!! 
O TEOREMA Dlê iNDICiE, ANOJVJALIAS E POLARlZAÇÔES DO V ÁGUOGO 
O TEOREMA DE ÍNDICE, ANOMALIAS E 
POLARIZAÇÕES DO VÁCUO 
Do parágrafo anterior pode ter ficado a i:mpressào de que ao introduzirmoo 
um termo topológico na teoria d<: Yang-Mills, tcmm; criado mn cen::írio mn pouco 
art.ilicia.l. 
Por outro L"ldo, não nos parece tão ruim a idéia de termos uma quchrn topológ-
i<'-,a de simetria, mna vez que t~onseguimos obter uma teoria çom vários estado.s de 
vácuo, sem tratarmos pcrtnrba.tiv&nente o problema. 
Pois, o que faremos agora é apn:scntar argumcntm em defesa d<-t naLmalidade 
do termo topológico, ou da quebra de simetria, quaudo em teorias de campo. 
Seja, pois, a lagrangcana de Yang-Mills clá.':lSica eom interação com os campos 
t~pínoriais de matéria: 
/ (T (fi'"" P;w) +i ;J, (71' (<11, + eA1,)) ,V ~ m ;p V13.:J6 
M 
IIFII' + (1);, 7" (8,, +A,,) 1/1) ~ rn 111/;11' 
Aqui podemos aplicar o formalismo Ilamiltoniano dado que as proprk>dades 
obtidas para a Lagrangcana livre, no calibre de Weyl, continuam. 
Vamos primeiro analisar do pon{,o de visLa de integrais de caminho. 
Uma V(,'Z que~ como foi ammciado, queremos rntudar os efeitos topológicos 
sobre <X'l auto-t-."itados do termo de Dirae, vamos dc-1prez;ar, para o momento c sem 
dano algum em nos..<>a análise, o termo massivo. 
A fmiç.àode partição escrita na forma Z ~.f 'DAV>JiD ~ exp ~i (111'11' + {V>, 7" (D" + Ap) "11)) 
fornece a quantização do nos.<:J.o sistema. 
A integral fcnníônie.--:t é calculada pda exprcssi'lO: 
./ 'D,P'D ;f, exp {~'i (Vq" (81, +A") •fJ)) ~ .jclet (DÃD A) 
{simbolicamente det.{D) = Jdet DADA), 
de forma que a função de partição agora lê-se: 
(3.37) 
IDsU:l forma vêm de cneontro a nossa análise já que a integral efetua-se sobre 
o espaço das conexões, já tão discutida. 
O t:.:1kulo de <kterminant.rn de operadores elípticos é uma procedimento fa-
milinr das teoria.<> de c<:unpo. E é aqui que reside o problema de ap<Jrcdmcnto de 
anomalias. 
Ocorre que, ao efetuarmos mna transformação de calibre A --+ A9 , embora o 
termo de Yang-JYiills fique invariante, o termo fermiônico sofre aHcnl.ç(x~s, ou seja, 
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(3.39) 
Est.c disparate deve-se à dimcnção inlinila da matriz (ou da t<x>ria), de forma 
que não pod('JUOS a&"'UIIllr que det. AJJ = det. A de-t.H (se n.•.:;.::Úm o JUU.léh....c.mt'lB, 
bastaria escrever D Ag = g-1 DAY e teríamos a invariAnda). 
I~ clru·o qnc o fenômeno das anomalia.s haveria de estar ns .. .,odado aos infinito 
(divergências) da teoria quàutk~l de campos. 
O ponto é que o determinante, para ser avaliado, necessita de regulari7--ação. 
Vamos supor que} por alg1un método de rcgula.rizaçii.o tivéssemos cn.leulado det DA. 
Qucrernoo que: 
(i) det DA seja fnnção diferenciável de A 
(ii) det DA seja invariante por tranfonna.~'Õ€8 de ealihre 
(iii) det DA = O em primeira ordem se e somente se DÀD A tenha ext:tLarncntc 
1un auto valor nulo. 
A condição trffl é propriedade caractcrístka de dctcrminant(-:s em dimensà.o 
finíta c é tuna exigência mínima para qualquer regularização. 
Ocorre que não existe tal função dderminant.e com essas três propriedades. 
(ver Atiyah) 
Vamos: ver em um exemplo este problema., usando a rq,rularizaçâo do núdoo 
de calor. 
Seja a transformaç<l.o de ehira.lídade infmitesimal: 
VI (x) 
Então 
/dx~; DA'P~ / dx~; DAVI+/ dcut(x)D".i~n (1) 
onde in+ 1 é a corrente clüral as:sociada à tn:msformação de calibre 
j~+l (x) =~; (xh"'Y"' 11/.' (x) 
Na teoria clássida de campos esta corrente é conservativa, ou seja, 81.y"IJ. = O. 
Aqui teremos uma violação desta identidade (de Ward-Takahashi quando vista 
em tennos dos propagad.ores). 
Devemos computar também a alt.eraçâo na medida. Para tal, seja 1/Ji (e tf;i) 
os auto fflt.ados do operador de Dirac, e V"dJllOS expandir tf; c v/= 'lj; + iceyn-l-l?jJ (c 
seus respectivos conjugados) <:m termos de tall::m.::>e: 
(3.G) 
O 1'lc'OW<JA1A DIE ÍNDIC7h~ ANOMALIAS lE POLAIUZAç,'ÔlES DO V ACUOG2 
jiT.taidbi ~ 
' 




onde c,i = (V•ill + ú:r-y"[1/;i) = ói; +ia (<I>Jr"V•1) 
de forma que a medida c a ação efetiva agora têm a forma: 
cxp(-W[a)) - f II daid bi exp (-i f dx :;f Ih1j;) 3.45 
' 
onde 1! Ct) =I: 1b) (x)'y"'·',pi (x) 
i 
Logo temos a equação de anomalia para a corrente chiral. 
(3AG) 
Vfunos agora rclacimmr a anomalia cotn o termo topológico. 
Até entâQ a questão da n~g11larização não (.'lll..rou em pleito. Ocorre que para 
ealcnlar a intc!,tral do tcnno anômalo J dxA ( x) precisamos <lc regularização. 
Seja o eut-off Gaussiano (regularização do núdeo do calor) dado por: 
fdxA(x) = 
onde Ài são os auto valores lk<{SOciado aos auto vetores '1/Ji. 
(3.8) 
Dentre os auto ('S!,ados { "!,bi} existe oo auto-estados chirais, ou seja, { ]1,b,1 >x = rn+I ]1/'i >} 
oom auto valores { -Àt}· (Decorre da ant.i-comnt.açâo de DA com ''t·l t ). 
Logo (1/lJy"~fl['J'l;) = (<Pil1/1;)' =O 
L<>."3o demonstra que a contribuiç.-W do termo anômalo v€!m somente dos modos-
zero (!!! as cni:oa..;;. começam a fazer scnt.ido, não?!!), já que para Ài f O 
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Para enfocar a contrílmição d()s modos-zero precisamos somcnLc recordar al-
guma matcmátbJ conccmentc ao operador de Dirac c o teorema de Índice. 
Do ponto {k vista formal, o ()pcrador de Dirac é um operador dife1·cncial 
elíptico ddinidosohre os cspinores. Para dcscrCV(!f esta aç.ão precisamos definir 
o fihrl:ldo cspinorial sobre uma v.:.u-íedadc X, hem como dcli:uimos a.s fm1çõe.'> de 
onda como scçôcs dum íihrado lllle<:l.r comple::xo sobre X . 
.A13 fibras são, em geral, espaços de representação de algum gTupo, no caso o 
grupo Spin (n) recobrimento universal do grupo SO (n). 
Então, se X for varkxlru:le de base, c SO (n) o f,l'fllpo cst.rutural do fibrru:lo dfl.S 
rcferêru__-iais, se }>Udermos levantar SO {n) para o seu recobrimento Spin (n), X 
será dtmnrula de variedade spin e a escolha de levantamento m>.'i <L·uá a cst,ruturn 
t"tlpinorial. A existência de tais lcvantamcnl,<m é garantida se X for oácntúvcl c se 
o fibrado puder ser cxtendido para um fibrado com grupo estrutural Spin (X). 
Ess.a.s duas condiçôcH se traduzem no anulamento das dua.s primeiras da.ssa;; 
de Stiefel-Whitney: w 1 (X) = O, Ímpli{:ando que X é orientávcl e w2 (X) = O 
impleando que AS seções do fibrado spin sã.o globalmente dcfinida:3. 
O grupo ,sp: n ( n) tem lillk'l. representação básica (os cspinores fL":lieos) chamada 
representação e:~pínorial. Esta representação tem dimensão 2n/2 e 2(n~l)/ 2 para 
n par e n fmpar re3pectivamcntc. 
Ü<'.orrc que para n para (que iremos tratar) a representação é rt->dutível em 2 
(',Olllpommtes U:redut.íveis s = s+ (]) s- com dímeUlSÕCS iguais dim s+ = 2(n/2-l) 
Dcfinllno1;;: os fibrados associados E c B:r:- aS, s:r:- por 
E+ - Í~ Xspin(n)S !·3.49 (3.10) 
•. 
[!;'- P X Spín(n)s-
I' " - E+ ED .e-
e j; é o roc,ohrimento duplo do fihrado principal P com g;rupo SO (n). 
OopcradordcDin\CDagcsobreasscçõcsdcstcfibradospin, ie D: r(X, B) -"---4 
r(X,B). 
Levando-se em conta a a;;truhrra de espaço vetorial de fibra, temos os automor-
fisrnos loeais gerado..,;; pelas matrizes (2n/2 X 2n/2) {'1'1}i=O, ... ,n· Est.a.":: satisfazem: 
flr~•'Yb} = ~2ba,J 
,..., =Ín(n+I)/2, ,..., 
In-H I L. ... l7l 
COinf~+l =J, {l'n+I•'Y/t} =0 
onde { .. , .. } i! o anticomulador 
O operador 'Yn 11 ó o operador d(: ehiralidade anLicomuLa com fJ. Com rwpcito 
A d<.'C.'ntnposiçiio l:.'x = E)( ED E.~ ,ry n-t 1 é diagonal c adquire a seguinte fOrma 
(p/ n = 4)7, = ( ~ _oi ) 
Portanto (1 ± !;;.) /2 nos fornece a projc<,.-iio sobre os f.'Gpaço p;±. 
'ICmos ainda os op(:tadon~ 'D± = /) (1 ± f 5 )que fonw(:e a rcstriçà<) do oper-





Os espinores harmônicos 1/;0 que sari~:dftzem D1j;0 = O, têm mna deeompo.siçiio 
natural com n~peilo à clliralidadc 1j_J0 = 1jJ;j- EB ~f; O. Da teoria de Ilodg,-e temos que 
kerv+ =.{ !fid) c kerV+ =.{'Ai}. 
Dclinimos o índice do operador p+ ( = índice de JJ) por 
dim(kerV')- dim(kerv-) =n' -n-. (3.50) 
Portanto o ú1diec csbí medindo a diferença entre o nútncm de cspinon~ har-
mônicos de quiralidadc positiva c ncgaliva. 
E'..sta é exatamente a contribuição que Cf!j,ávamos bmocaudo. 
Vamos rctorna à fonnula (3A7) 
f d.cA (x) = y < 1/1) (x) h,n+li,P, (x) > exp [- (A'/ M)'] 
Jfí havíarnos notado que somente os modos-zero é que irão (,'ontribuir para o 
k.'ITilO anômalo. G1unnando tais t<--nnos de l'lfo > o sabendo qne Jl,b0 >= \"t,b1j- > 
+11/'õ >,de forma que ')'R+liV~t >= ±11JJ~ >temos 
j dxA(x) =L< .P;i (x) lwri (x) >-L< .Põ (x) IV'o (x) >~ n, -n_ = índ.V 
' . 
(:!.51) 
Cabe aqui uma re88l\lva. Na V(~rdn.dc a diS<_.'Uf.'Sâo sobre o t(,•orerna do índice 
acima foi feit.a para a tR..oria abcliana, ou seja, A são mn formas com V'dlores no 
Grupo U (!). 
No caso geral o operador V agirá sobre seções de um fibrado vetorial com 
fibra E 0 V ( = B-t-- ~)V +- E_ 0 V) onde V(! o espaço de representação do Hhrado 
associado ao grupo est.rul,ural G da noosa k'Oria de calibre. Ou seja 
v+: f(M, E.,. 0 V)~ f(M,fE_ 0 V). (3.52) 
liCito este aparte pret.-1smnos ealcular o índice de V. Nf;st.a parte é qnc entra 
a teoria topológica. De forma geral, o índi(~C de operadores clíptieos tipo de Dirac 
é tuna qmmtidrulc pnn.).menlc lopolôgiea. Lembremos, então, que a varinçáo na 
ação (:ausada pela quebra de simetria chiral é medida por: 
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IJ,,j~H = -2iL1/J) (x)'y"H1j;,(x) 
i 
e 
J dxA(x) = índiceV =é- n-
Caso a métrica lliemaniana da variedade de base for g, R (g) for o tensor de 




onde f2 têm expressão puramente algébrica [Ati]. Por c,xmnpk>, se dim M = 4 
onde ~~: é a anomalia gravita.cional, \Uilõ matriz de 2-formru;1 construída. 
a partir de Il; e Tr F 2 é a segunda-dasse de Chern, ou, o f,ermo anundado de 
C1u: .. 'rrt-Pont.ryagin (a notação segue o trabalho citado [Ati1). 
De forma geral, a contribuição dos termos de calibre pode ser cx:pre:~Sa por: 
(:.).55) 
onde m = dimlvf c l = m/2. 
Chegamos à um ponto bom para a discussão. Temos visto que em teorias de 
ec1.lihrc tipo Yaug-Mills, com interação com os carnpos de matéria e-.vinoriais 7f;, 
ao tentarmos regularizar o detenninante do operador de Dirac, uccessariarnentc 
teremos tuna quebra de inV'&iâncía da teoria. E:Sta quebra de simetria é avaliada 
por rnna alteração na Lagrangcana proporcional (para diml\tf = 4) à exponencial 
da integral do tem1.0 de Chern-Pontryagin, no <:aBO de quehrarm()s a simetria 
chiral. 
Mas, já havíamos visto tcmbém que a introdução dum termo de G"hern-
Ponl,ryagi:u na teoria nos conduz a perda de simetriA. de calibre, de forma que 
oht.emos: 
i) estados de v'dCuo {11ft~>}, indexados por í E Z 
ü) a ('.a.da i E Z temos associado um instanlon gerado por ~ = gi 1dgit onde 
gi é o representante da i-ésirna classe de homotopia da..9 trallsfonna.çf'ICS de calibre. 
Agora vamos supor que tínhamos lUUa teoria irlv-dl'"iantc por ealibragem eom 
operador de Dirac D = '"f v. (iâ1.- eAI-') e queremos avaliar a perda de simetria 
c.hlral e de calibre no espaço dos espÍJJOres. 
Vamos analizm \11111 caso simplificado, a equação de Dirae Abeüana em duas 
dimensões (0, 1). A lagrangcana é dada por: 
C=~ ('r,, (ia"- eA")) ~~ 
c as mat:rizes de Dirac por')'0 = (T
1, ')'1 = a
2 , { 5 = 1/)'0 ')'1 = -ia
3 (ai a<).o M matrízrn de Pauli). 
Os auJ..o..estados a serem st~do qn.anti?.,ados sarisfa.zcm 
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H.PE = a(p- eA).PE = Elj;E, 
Q = -0'3 
(a presença de a já nos coloca na base chiral WE = >/1~ +1/ij,, como em (3.51)) 
Temos as soluções 
,,.+ ( exp (ipx) ) E A ., = O ' =p-e 
.p- = ( exp~ipx)), E= -p+eA 
A segunda quantização ordinária é feita prenchendo os estados de energia 
negativa (ordL'IIamento normal), para acharmos o estado de vácuo. 
Desta forma, para A0 = O (condição L'Ill geral, de campoe fracos no infini-
to) pictoricar.uenl.e poderíamos represL'Ill.ar a relação de disperMão de energia-
momento} para oo estados chirais de vácuo 1/JÓ e '1/Jõ como segue: 
• (Jig. 3.4) 
onde os pontos escuros representam estados ocupadoo e pontos claros repre-
IIWI.wu esl.u<kti niW-o<."Upadoo 
Vamos ag<>ra analisar o efeito do termo topológico. Aqui fica claro que, se o 
estado de vácuo original era obtido por Ao = O, com a introdução do termo de 
Chern, no caso ch1 (F) = ,f, (8,11.- &.At)dxdt = ,f,d (A.dx + Atdt), ao quebrar-
moa a invariJlncia de calibre, devemos ter uma coleção de l-formas de cooe:xão 
An = g;;1dgn que r,arncteri7.arão ontroA estados de vácuo. Supondo o calibw.: da 
Weyl, Ao = O podem"" parametrizar Yn = exp ( inli) donde A. = inO, n E Z. 
Desta forma temos uma famllia de operadores de Dirac { & - e A} = { & - en}. 
Ao~ de wn calibre para outro homotopicamenl.e níio equiw.lenl.e por 
exemplo de Ao = O para A1 obLcwoa uma criaçiio de par, ou seja, o ttit.ado de 
clürdlidade :potllt.iva transita para tml t;tit.ado que possui \W.Ill carga negativa, e o 
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de quiralidade positiva transita para um estado com uma. carga positiva de fonna 
qu~ a c.u.rga quirW 6 qut'brada lW:W a c.:urga t.ol.al oo couserva. 
V1ri -+- w~+ 
.Põ ..... .p~- ..r: t: 
(fig.3.5) 
Esta análise é a chamada análise Hamiltoniana. Da 111C5ma forma que podemoo 
estudar os cfeito."l topológicoo da segunda quantização tanto do ponto de vista de 
fonnalisrno de integrai."> de caminho como o Hamiltoniano, aqui também temos 
duas apresentações do teorema de índice. 
Vunos que de principio, no fonJmlismo de integrais de caminho, falávamos 
no determinante do operador de Dirac 1) = '"/"" (8~- eA~'), e ao pa$SW"lllos para o 
fonnalistno de Rru.uilton, eliminamos o termo temporal 7° (8o- eAo), e criamos 
tuna família Z-indexada. 
E'.ate procedimento é hem descrito em {Ati]. 
Sem perda de generalidade, consideremos 1.una fmm1ia de opcrru:lores de Díra.c 
na forma 
Dt =-i,;~+ t,x E SI, O< t $ k E Z+ 
Cada operador tem seu espectro energético dado por En (t) = n. + t. 
Ooon-e que ao passarmoo de Eo (O) para E0 (k) tivemos um deslocamcnte es-
pectral dado por k. Este é chamade de .fluxo espectral (para maior aprooia.ção ver 
[AtílJ. 
Observe que ternos um operador que leva runa família à outra dado por: 
D, = exp ( -ikx) Dó exp (ikx) (3.56) 
Daqui fica claro como que o .fluxo espectral é dado pelo cnovelamento que 
<kscreve as componentes do grupo das transformações de r.alibre U (1) homotipí-
crunente não equivdle:ntes. 
Para passarmos para o fonnaliSino de integrais de ca.rniuho, ao invés de con-
siderarmos t como parâmetro, incorporãmo-lo no operador de Dirac (como Ao = O 
em integrais de Feymann). Desta fonna v+ passa ser um operador em 2 variáveis 
(x, t) do toro: 
v+ = a, + D, = a, - iax + t. (3.57) 
Capítulo 4 
-QUANTIZAÇAO E GRUPOS 
QUÁNTICOS 
Um dos assuntos que tem estado em moda nos últimoo anos é o <.:onccito c apli-
<'.aÇÕCS doo grupos quânticos. I!Btes têm aparecido na literatura com representação 
<~n várias áreas da física, como modelos integráveis, teorias topológicM de campo, 
sistemas de e:;tados t.·oercntes, ek ... 
Neste <'.apftulo iremos discutir algm1s a.<:~pccto..<J da rcprcsentaçc-\.o dos grupos 
quânticos nos sistemas tratrulos até o presente momento. 
De forma. alg1.una, este pretende ser mna abordagem <:ompleta sobre tal tópico. 
lk.>çonwudmíamos algmiS livroo <:omo {CharJ ou {Ka .. "'] para um <"1-Jtudo acurado 
sobre os tais Gnlp(.h"l Quânl.i<x>S. 
ESTADOS COERENTES e GRUPOS QUÁNTICOS 
Para introduzir a di"J.cu"!são sobre os grupos quânticos em Sistemas d<~ l'fi>tadoo 
Coerentes, vamos discutir uma construção muito simples apresenl.a<ko mn [I-lar]. 
Seja (a, a t) oo soperrulon:.."'l usuais de críaç.-~o c de..<>tuiçâo de est.ado-:~ do oscilador 
harmônico, e s~}a { D (a)} os operadores de criação de estados coerentes estados 
eoercnies como no capítulo li. 
Lernbrarldo, 
onde at = J?]i- 1 (P +1- q) , a= .;2fi-1 (P- i q) 
c"= ,fiii-l (Q + il'). 
Considerm1do O:mn = m +in, vamos eonnstrui1· os seguintrn operadore .. <>: 
[) (<Lm,-m)- f) (D:m,-m) 
q-q 
f{ - fJ ( Ü2m,O) 
Para taÍfl operrulorc.o;; temos: 
6!) 
J _ /) (<>m,m)- [) (i.Lm,m) 
_;- q-ql ' 
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onde 11 = exp (im2 /h). 
K- K-' 
q-q 
Estas relações definem a álgebra quântica U,(sl (2)). 
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Para tais operadores defmidr~ na álgebra do grupo (group algebra), para uma. 
certa escolha adequada de condíçâffi de contorno [Bar], temos uma representação 
nos auto--estados do a>cilador harmônico, a saber: 
L±tln,l > = [~±t]ln,l+I> 
Kln,l > =q21 ln,l> 
onde [x] = (<f'- q-•)/(q- 'r'). 
( 4.:l) 
Na vcrd"Klc t..al n.çao foi obLi(L'l sobre os níveis de Landau, donde Lemos que o 
índice l TCfere-se a degenerescência dos níveis energéticos do oscilador hanllônico, 
concernente ao momento angular. 
Se expressannoo os níveis energéticos em função dos polinômios de IIennitc 
temos mn panorama claro do que acontece. l!l:lcrevcmos: 
{ 
I 1 2} In, l >= exp 21fi D, -
21
1, (y- Yo) H. ((y- Yo)/l,) (4A) 
então pela condiçao de contomo periódlc.,-:i, tem-se que -y0 = 2p:J)l;l/ Lx 1 onde 
lp é ffiSCllciahnente a raíz qllB(h·ada d.-'1 constante de Planck, l é o momento angular 
do elétron c Lx a componente na dirção x. Algtmm.<> observações important.es a se 
fazt.'T, notemos que o t.enno y0 , a componente na dircç.:=i<> y do centro do oscilador 
dássico definido no pUmo xy é mna quantia con."'crvad.a, têm dependência com 
o termo l. Daí que ao transladarmos a pequenas distâncias:, a priori proibitivas, 
temoo a quebra de degenerêsecncia. Digo transladar pois rnsencialmente L± são 
operadores d(~ translação. 
Por outro lado, vamos ver a ação destes operadores sobre fmlt.;'Ôt.'S holom6rfica.<> 
<ptmsqttcr. 
L ,f (z) = D (am,m)- D (<>-m,m) f (z) = .f (z + <>m,m)- f (z + ''-m,m) ('1.5) 
· q-q t exp{im2/li) -exp(-im2/li) 
Portanto param pequcno1 porém a valores discretos, C'..stc operador é um oper-
ador de diferenças (não muito hem defmido, pois se expandirmos e considcrarmoo 
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.<0 o primeiro termo da sôric, vemoR que o unmcrador é linear em m, enquanto o 
deominador é quadrático em m). 
Note ainda que p.-1.ra translações müUiplas inteiras da célula de Planc.k, ie, 
para rn2 = n2nh não teremos qualquer açil.o definida. Islo é, o efeito é de fato 
notável dentro da céluLa de Planck, ao J.k"lsso que pa.."lSos quanti:r.ado .. <; nos faz perder 
a a~ilo c rcenpcrar a dcgcncrcscbncia. 
Estes operadores, 1.m1a vez que estão defmidos em fmu~..OO dos operadores D (a) 
tem ação nos C'Stados coerentes. Bm particular, sobre o CBpllÇO de f1mçõcs thcta de 
.Jacobi com caract('..rística {8a}. Note que as obsct'V'UÇÕCS sohn' as dimCIL'3Õcs na 
qual a.":! translações estão bem definidas est.<i. em completo acordo com a análise feita 
no capítulo II, iet para translações no reticulado com célula núnima sendo a célula 
de Planck nas temos quebra de degenerescência, ic, Lemos apenas uma quantizaçao 
ou mna funçaõ theta de Jacohi. Para movimentos dentro da célula de Planck 
ternos a quantização não estando bc definida, de fonua a mxx::s.'3itarmos ddas 
fun~-ôffi thcLa eom caracierísUca, <'..ada uma corrcspondendo a wna quantização 
do sisitcma 
Para foca.lizannoo a ação destes operadores lembremo..., algumas: propriedades 
da n:prcsen tação do gntpo de Hcisenlwxg sobre as ftmções theta de .Jacobi. Temos 
que: 
e.1, ~ 1;o1,e ~ D(~,o, J)e 
e,1, ~ s:1,e ~ o(o, ~. l)e 
No capítulo li consideramos transla.ç{>e3 a dimensões "sub-Planck" somente 
em uma direção. Lembremo...:; que fixamos nossa célula b<-iska do reticulado de di-
mensão 8 = Im(·wi w;') = I I ( s = 11" equivaleria ao reticulado de vou Neurnarm), 
fixando o tamanho de ( w~, w~) de tal forma que estes relacionam-se com os ger-
adores do reticulado de vou Ncumamm (wt, w2) por WÍ = 'Wt ew; = ~- Desta 
fonna no atual <"..aso estamos modifi<',..ando o pa..980 de ambos geradores, o que não 
modifi<:a em nada a análi"!C feita a1.é então. Desta fonna a ação dos operadores 
{L+, L_, K} nos forncec: 
I 
me _ lJ (!.[!, 1\ 0) - D ( -!jf, 1\ 0) e _ exp (-21fima) 8a tm.,IH--m- exp (21l"iarn) 8a-m,b+m 
J1. ub- ab-. ··- ' q- q-1 ' q- q-1 
~ 
D (-!f!, -!j!, o) - D (7}, -!f!, o) e - exp (21l"ima) ea-m,b-m- exp (-21l"útm) 8al TI 
ob-q-ql ' q-ql 
D ( 
2
:', O, O) e.,, ~ exp ( -41fima) e a+ 2m,>. 
(4.G) 
Para diagonali ...... ·.umos n açao de 1-(, ha.'iía eonsidcranmX:'I <-~omo no pdmciro 
capítulo pa.'>f:IOs inteiros na primeira (ou scgtmda) v-.viávcl que dcii.nc o reticulado 
de von Nemuann. 
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Esta análise vem a embasar aquela feita no capítulo li. Cabe ressaltar que IK'Ste 
caso já havíamos uma simet.ria oculta que, se ã.bon.:lá.•3semos de forma ingênua um 
problema qualquer de osciladores, a priori, não poderírunos rutar relacionando esta 
quebra de degenerescência com o número quântico de momento angular l. 
Levando essas simetrias internas em consideração, tonta-se possível estender 
o uso do fonnalismo de e:;:tados coerent<JS para problema . , de muitos corpo.o;~. 
No ('.apítulo li mencion.--:tmos um uso dos Siste.mas de gstados Coerentes Gen-
eralizados (onde o espaço de fase é idcntifi<'..ado com a variedade simplética M = 
G /H = variedade bandeira, onde G é um grupo de Lie semi-simples e H é o toro 
maximal de G) em {KurJ, onde o autor usa esse sistema de estados coerentes para 
fazer a quantização de mn sistema de muitoo corpos via integrais de caminho, 
caminhos estes definidos sobre Nf. 
Nesse ca.'iO, abordava-se o problema de n férmiotL.S intcragentcs, via o método 
de I-Iartree--Fock dcpendnte do tempo. Neste método o ustado inicial é o dmmado 
e::~taclo de determinante, onde os níveis referentes às n particulas m1cnntram-se 
n 
ocupadoo, ou seja \Wo >= il a! \0 >, esLn.do t:stc cujo valor esperado dn Ilamil-
i=l 
toniana é csLaeionário. As perturbaçôcs Il('~ste <..><:>tado de mnit.-"lS partículas s.W 
causada.-:; por ocupaçru) e desocupação de níveis diferentes, ie, t5Wp;; = éjkat.ak 
(note que este é um operador tipo L+ Il<"l1'eprrnmlf,açiio de bósons acop1ada3 da 
álgebra de Lie su (2) ver[Mat} ).0 sistema como um todo tem ;.lÇào do .!:,trllpo 
unitário U(n+m) sobre estados (a~, ai) 1 onde o índice I"= l, ... ,m refere-se aos 
estados vazios, e o ú1dice i = 1, ... , n refere-se aoo estados ocupados. Dffita forma 
U ( n) é o grupo de isotropia do estado inicial, e consideraremos o espaço de ba<>e 
M = lJ ( m + n) /U ( n) . A quanti7..açâo do sistema é fdta via integrais de camin-
hao no limite Bf' .. mi-clássico sobre os estados coCJ·entes definidos sobre a variedade 
M 1ic, 
se o propagador escreve-se: 
K(Z"t"[Z't') = / exp[iS/Ii]Vp[Z(t)], (4.7) 
onde S = J úU = J ( Z ( t) [irú), - IJ [ Z ( t)) é a ação e Z são as coordenadas da 
variedade JVJ) no limít.e semick-lssico tomamos a integral apcna"! sohre os est.adoo 
estacionários: 
K" =L exp [í8'1/li] (4.8) 
Os estados estacionários são defmidos exigindo-se que o termo de holonomia 
.f (Z[dZ) assuma valores inteiros (ver [Nak] c [Sto]). 
Dest..'l forma estamos tomando a ação apenas nos esta.doo devidamente (no 
S(,''J:ltido de Bohr-Sommerfeld) quantizados existe um problema neste C&"l(l de sohre-
dctenninaçti.o de tai-, (*>tados (ver detalhes em [Kurl). Vnmos anali-:;ar então este 
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método. O grupo de simetria em questão referia-se ao número total de partícu-
la.., do problema. C,.ada estado era um estado-de n corpos. O fato destes serem 
intcragcntes nos levou a conside..rar cada estado de n corpos como um estado 
único, e portanto a simetria interna relacionava-se a estn1tura na qual estes n 
corpoo "organizavam-se". Vamo._.:; supor que o termo de holonomia assuma v-al-
ores scmi-intt>iro, por exemplo Z/k. Üc:>ta forrna, para completar uma órbita 
de Bohr-Sormnerfeld, precisaríamos circuítar k vezes em torno dtnn laç:o fecha-
do na V'd.riedad(:. Na fibra teríamos k pontos nmrcados. Dest.a forma cstaríamoo 
distinguindo k configurtJ.Ç~ intcnm"> deste estado de n corpos. Desta fonna que-
braríamos a simetria deste estado. Além dísi<>1 para cada k teríamos mna definida 
quebra de simetria. Supomos ser possível achar a ação de" translações" finitas ín-
tercamhiando esta"! configurações, estando ligadas alg1un grupo quântico, de forma 
scmelllante ao ca.<;O anterior (construç(>es triviais corno Uq(su (2)) sào imediata."!, 
ffitando su(2) ligado a pcrturbaçãocomo coi.,ttuído acima). Í' claro <1uc esta é 
urna inferência .não verifu:ada, que pretendemos trabalhar aobre. 
INCORPORAÇÃO DOS NÓS NA TEORIA DE 
CHERN-SIMONS 
No início do capítulo nnterior havíamos mencionado que a teoria de Chern-
Simons houvera se notabilizrulo por também ter aprreentado uma maneira de 
apresentar os polinômios de nós de Jones em teorias de calibre. Para t.al, associava 
Iinha.'i de Wi1'30n ( quantizada.9) com os tais nós. Os polinômios de Jones, hem como 
gcncra.li7~)cs aparcecriam <'.OIU o cákulo de valores esperados de nós e elos. 
Dada a Lagrangeaua de Chcrn-Simons queremos então c.alcular o valor c.sper-
ado das linhas de Wihmn: 
W ~ Il exp (in. f A) , 
(;q, 
onde, como no capítulo anterior, Ca são ciclos homologicarncntc não triviais. 
Caso ignoremos o caso em que C: a = Cv, de acordo com os calculos de Polyakov 
temos: 
< W >~ exp (2rri/k L; nan,<l> (C., C,)) 
"·' 
( 4.10) 
Witten al.cnt.ou que, o aparecimento do número de enovclamento de Gaus.'31 
ilustra o fato da teoria de Chcn1-Simons levar a invariantes topológicos. 
A questão é: e no caso em que a = b? 
Este caso é o chamado caso de auto-enovelamcnto 
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A maneira anunciada em [Wit] para solucionar ~ta questão foi a introduzirmoo 
um referencial móvel sobre as linhas de Wilson1 projetando estes da. variedade de 
fundo sobre as linhas. 
Pictoricamente representamos da seguinte forma: 
(lig. 4.1) 
Ainda o caso abeliano, devemos obtem-se que, após introduzirmos os referen-
ciais nos nós, os valores esperados de duas linhas de Wilson que diferem entre si 
por 1 auto cnovelru:nent.os é expressa por: 
< W >- exp (27ri~.n!) < W >. (4.11) 
Note que para na fixo, temos 1.una relação de equivalência no conjlmto das 
linhas de Wilson, a saber t,o índice de enovelamento assume valores em Z módulo 
k. 
V unos no capítulo anterior que o conjunto das linhas de Wilson relevantes na 
teoria operatorial é definido pela parametrização (!li, ãj) , onde, por construção, 
estes são geradorm de representações do grupo de homotopia em U (1 ), sendo, 
portanto cada G.i imagens de ciclos homotopicamente não equivalentes. 
Vimos ninda que difeomorfismos globais sobre E mapeiarn urna linha de Wilson 
em outra. 
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Este procedimento deve ser equivalente ao procedimento de inserir referenciais 
na.s linhas de Wilson, projetados da variedade de ftmdo. 
Devemos lembrar de um fato. A te..oria de Chem-Simons é definida primeira-
mente em uma variedade M de dimmtsão 3. Para passarmos para a dimensão 
2, e:><:revemos M = Ex R (procedimento pooteriomtente generalizado). Para 
definirmos as linahs de Wilson sobre a variedade E, é preciso garantirmos que, 
para qualquer laço que seja, este seja d.cfonnável homotopicrunente de M a E. 
Ora, mas isto está garantido pela própria escolha de calibre que nos garante a 
invariância desta linhns no sentido radial. Este procedimento de projeção, equiv-
ale a projetarmos referenciais da variedade de fw1do sobre as laços de Wilson. da 
mesma 10rrna que não existe forma canônica para projetarmos os laços, não temos 
escolha canônica de referencial. 
Estando as linhas defhridas na superfície de Ricmann E, openunoa sobre eloo 
por difeotnorfismos globais nas superfícies. É imediato ver que este procedimento 
e<tuivale a enovelar as linhas. 
(Gg. 4.2) 
f 
Ainda da associação destes difeomorfismos com os operadores de translação 
exp(i f c A) e dos e:~tados de vácuo, em ftmções dos quais será calculndo o valor 
esperado, com as funções thcta de Jacobi, obtemos tambérn a relação acima por 
calculo direto. Por exemplo, se 
C= aio:i ........;. C' = (ai+ 1) o:i 
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então 
(exp (i LA))~ ( exp (i L A))= (exp (i L A+ i J. A)) (4.12) 
Calculando na base das flmçõcs {8a/d, c levando ctn considcrnção as opcr-
aç.'Õcs 2.2:3 e 2.30 obte:rnoo os resultados e&1>cracJos (a mCJloo de normalização). 
A inclusão d.a...::; linhas de Wilo:ron na teoria corresponde a indus;,l.o de cargas es-
tática..9. Esta índus.ão altera AA equa~'Ões dos vínculos, que nos permitem quanti7...ar 
o sistema. 
No caso da lei de Gauss, teríamos: 
' 
k/87ft:1i F;'j (x) = L: 62 (x- P,) 1(:), (4.13) 
s=l 
onde P8 são <J6 pontos onde se localizam as cargas estáticas, c 1(~) são os 
geradores do grupo estrutural de Lic G, a.•:.r;ocia.dor:~ a uma cert,a representação da 
ca.rga .. 
A quatitizaçào dos VÚlcnlos é delicada, uma vez que no lado direi to da l.'<!Uação 
temos operadores ao p&..""ro que no lado esquerdo C-números. Daí a inferência da 
pn~euça dos grupos quânticos na t.(X)l'ia. De fato, se os campos { ~} , solução da 
Lei de Gauss clássk..a , ao serem quantizados, fmcm substihúdos por operadores, 
(' .. orno é usual em todo processo de quant..ização, espera-se que estes operadores 
sejam compatíveis com o operador que aparece do lado esquerdo da equação. 
Notc no entanto que ao quantizar, independente do processo quç: estejamos 
tratando, haveremos de inserir uma estrutura algébrica extra no espaço de funções 
{ At} . Esta rntrutura deve estar em acordo com o caráter Lie algébrico manifestado 
no lado direito pelo fato de T(s) ser um gerador da álgebra de Lie da teoria de 
calibre, associado a wna certa reprment~ R8 • 
Lembremos que a Lei de Gauss equivale à asserção de invariância de cali-
bragem das funções de onda, ie, a nível quântico esta deve ser cf()tivada opf'..rat.<r 
rialment<J_ a saber: 
se { Q a} são os geradores das transfol'lnaçõrn de calibre, então: 
{ Q. (x) ,Q,(y)} - s;;,b (x- y) Q, 
Q.lw > =O. 
Entretanto, a inclUSf1.o d.:'lS lin1Ia.'3 de Wilson deve acarretar lmm mudança em 
tal equação de invariância. De fato vimos que, embora a.'i transformações pequena.-:; 
de calibre sejam preservadas na teoria de Chcrn-Simon,CJ, temos uma quebra da 
invariância por tran . ,fomm.çôcs larga."> de calibre, oomo em (??). Por exemplo, no 
caso abeliano, a equação acima escreve-se na fonna: 
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• 
k/S'm::'i Fii (x) = L ó'il (x- Pt<) T(s) 1 (4.15) 
·'=l 
onde T(11) é o gerador do grupo U(l), associado a representação R 8 Se e&-
crcvermoo cxplidiruncntc 8. exprC'ISão acima te.rnoo: 
• 
k/87rili {(O;A;- O; A;)+ [A;, A;]}= 2:)' (x- P,) T(,J· (4.16) 
Desta fonna, se a part.c funcional do lado direito da et}lll\.ÇÂ.o acima é satisfeito, 
vemos que a inclusão da.<:J linha de Wilson nos conduz a qnantízação dos campos 
de calibre {A}, expr€880 pela deformação da equação de comutação, 
[A;, A;]= O~ [A;, A;] = L 82 (x- P,) r(,)· (4.17) 
11'"-'l 
De fato, o que obtivemoo para os cocficícnÍ,ffi {ai} foi mna lei de quantizaçâo 
vinculada a representações do grupo de Weyl-Hciscnbcrg etn U (1). 
~~~ úkil itúerir que esta deformação t:Sta intimamente ligada à inserção de it-x-
mos anômalos ,ie, termos de cociclo oriundos de extensões centrai">, cxpreb.··so por 
exemplo pela anomalia na Lei de GatL"lS {llWI],[Sili]}por: 
[Q·- Q-J "J." Q- ( )'(')( ) 1 d" n A'n <(3)( ) a, b = ~ ab c :;c V X- Y + lZ1r2 «t,ê1.jkUi. jUkO X -11 (<1.18) 
que também é um fenômeno típico da qua.ntizaç.ào de sistema..;; (ver eap. an-
terior). 
Desta fonna, torna-se imL"(liaio a associaçào de deformações em grupos quânti-
cos c.om termos de coei elo, como na construção de Fa.ddev, Ta.kthadzian, Rcshctikhin, 
<o!. al... llàk] . 
E-ste é o a.<>pecto que queremos dis.cutír. 
Para quantizar M repn...9Cnta.çõe>, Witt.R.Jl [Wit] desL'Teve mn prm:cdimento 
como o que segue. 
Primeiramente, as representaçõffl R1 de tml grupo G passru:ão a ser con.·~rider­
ada., objetos quântieos. Poderiam ser obtida.<> então da quanti7_,ação de wna teoria 
dá.o:;.<.Jica. 
Para (:&la representação irrcdutívelf4 dum grupo eompacl'.o G, o Teomma de 
Borel-Weil-Bott nos fomcee uma fonna canônica de exibir um problema clássico 
com tal grupo G como aimct.ria, tal que a quantização deste sítcma nos forneça 
de volta a representação Rí· 
1bmamos então o espaço Ai' das connexiX~ de tmia teoria de calibre com grupo 
estrtural G e base E. Em cada ponto Ps E E, onde se encontra uma C'.arga cstá~i­
c.a colamos mna cópia de G /H, onde H é o toro maximal em G. AB varied .. "ldes 
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G/ H são chamadas variedades bandeim (fiag manifolds ver [Kir]) e c são v&-
iedadea munidas de estrutura simplét.ica.. 1btllronos est.a c6pia de G /H colada 
no ponto P8 da variedade, de forma que a e.<:>trutwa simplétk..a seja apropruada 
a representação Rs do grupo. F..stão, afirma Witten que no ponto marcado a 
equação de vínculos grutha t<~m1os 1(8) (onde a é mn índice Lie algébrico) tal que 
pelo teorema de Borel-WcyJ-Bott teriam também cxpressaâo dá.&<iica L'quivalcnte. 
O procedimento feito no capítulo anterior, operatorial, difere do descrito por 
Witten [Witt], tendo que, UC<".essa.riarncntc, serem cquivalcnt<_-~c;, a menos que não 
descrevam o mesmo fato. 
A quantização holomórfica da teoria de Cl1crn-Simons ofereceu-nos uma maneira 
relativamente simples de vishunbrar parte destes a.':lpectos. 
1~ explícíto (por constn.tçâo) que os objetos qmmt.izados são as representações, 
mna VC'G: que nos.'J&<; variávei9 holornórficas relevante:> na integração de caminho 
são oo geradoroo {ai, a!} , que são imagem de ciclos de homotopia. Diferentrn 
índices i, corrcspondc a laços homotopiea1m .. •ntc não oquivalent..cs. 
Seria poosívcl comparar de forma imediata estn.•i duaq (:onstruçõcs't 
Primeiro lcmbremoo que o objeto em estttdo é a quantiza.çã.o doo campos 
{A} . No método de integrais de caminho,que difere do método H.n.miltorúano, 
ao primeiro fato a fazf'..r ê criar o espaço modular ou o espaço das das.~ de 
equivalência entre campos relacionados por uma transfonnação de calibre, ie, 
[Af] = (g.A.tg-1 + gdg- 1}. C daro que aqui só estamos considerando a.":! trnns-
forma~iics de calibre "pcquf'..nas" (ver eq. 3.14). 
Propomoo considerar a seguinte construção: 
1bmemoo esta cla.9Se A = [A;] . Con..<iideremos ela um conjunto e vamos quan-
ti?..ar este conjunto. 
NoU.~mos que os elernento.<:< de Ai sito elemenl.o..o:.; de A 1 ('E) 0 Q onde L: é a 
variedade de base da teoria de calibre e A a álgebra de Lic do grupo cst.rtura1 G. 
Na verdade tomamos apenas os elcmentoo de mna (:erta da.'3SC de cohomologia 
111 (E) , uma vez que Hxamos ;4 ( x) , e os dcrnentos do gntpo g ( x) são da mesma 
classe de cohomologia já que estamoo considerando a<> transformações de ealibre 
pequenas. 
Por outro lado em Çj con..<>ideraremos apenas uma órbita dum certo elemento 
pela ação adjtmta de G. Desta forma teremos : 
A;= [w(x)] 0G/H, (4.19) 
onde usamos o fato das órbik'lS em Ç serem isomorfas a G/ H (ver !KirJ). 
Queremos achar estrutura simplética w em A. Vamos quebrar w em w 1 ® w2 , 
onde esta quebra é relativa ao produto tcusorial em Á· 
Ohtetnos que se mna das fonnas w, for simétrica a outra deve ser anti-
simétrica. 
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Por cxümplo podemos tomar w2 a forma simplétiea induzida do forma sim-
plóHcn, om C/ li, que tem catrutun-. de variedade si.mplética. Como a parte ecntral 
foi excuída de G, w2 deve estar restrita a subálgcbra {Ç.hQ-} de Çj onde ~i± s.::W 
os espaços de vetores de raízes com rcspeit,o a decomposição de raízes. Ehora 
saibamos que w2 antes de mais nada há de ser um coddo na álgebra c que cocic-
los em álgebras semi-simples são triviais [Shi], ao podemos achar mn cociclo não 
trivial agora d ... o m<mi~a forma que podemos unmir G /H de cstruhtra simplética, 
e não a. Em termos Lie-algébricos St."lia equivalente (ver [TakJ) a pas .. <Wr de uma 
solução da equação de Yang-Bax:ter I><-'lfa uma solução da <..>quação de Yang-Baxter 
modificada. Neste sentido em [Takj foi construído uma dois fonna r, tal que: 
1' = L (x-n 0 Xu- X 00 ® X_0 ) 
(lEÓ.+ 
onde~+ corresponde ao espaço de raízes positivaa. 
('!.20) 
Note que ainda estamos na..,; soluq:)ffl; da equação de Yang-Baxter c:Uí.ssica não 
tendo esln1tnra de Gntpos Quânticos. L.,;lo é natural, pois (~tnmos qnantizando 
apenas um setor do espaço de conexões { ~ } . 
Note ainda que t-:!Sia astrutura está definida sobre cada fibra, portanto r deve 
depender diferenciahnen1,e de x E M ,i e, r = r ( x) 
l!Blivcmos analísando apena."' a parte Lic-algébrica da conexão w. Lembremos 
que temos partido o fun<:ional w em duas partes w = w 1 0 w2• Uma vez: que 
w2 é eatrutura simplética w1 deve ser um funcional simél,rico dcfmido em A 1 (E) 
constante em cada classe homol;ópica. 
Mencionamoo que r esta dciinida apenas para Wil setor do espaço de conexões. 
De fato, como vimos no capítulo, obtivemos vários sctore> de calibre referentes a 
imagem de ciclos homotopicarnenie não equivalentes da ha.'3C. 
Para quanti?_.ar outro setor, ic, outra cla.c;sc de equivalência [AJ} dcvcre.rnos ter 
a mesma estn1tura porém com a 2-Jorma r .ESta, entretanto não há de se referir a 
mesma representação do gi·upo G. De fato, C()lllO temos vi.qto, cada setor de <.'.alihre 
equivale a uma órbita na representação co-adjunta do grupo. Difcnmics órbita.~ 
referem-se a diferentes representações ( ne .. ste ponto recomendamos fortemt.'nte a 
referência (Kir}, cap 15, Teorema 3). 
Desta forma estamos a"i-<>ociando di1Creutes setores de calibre a diferentes rcp-
r€SCnta<,..·ões do grupo- Ora, ma.':! quem está fixando os setores de calibre são as 
classes de homologia da ba"'C, ou o par de ciclos representante3 de cada cla.':ISC de 
homologia. C;0m is.<>O já obtivemos o resultado desejado. 
A saber: 
"Para ca.da setor de calibre lemos mna quantização, ie, mna forma sllnplética 
w s ( x) 1 <;ompat.ívcl com tu na reprcscnU.:~.ção R(s) do grupo G _ Diferentes setores de 
calibre fornecem diferentes quautizaçõcs eorrespondr.J:Iclo respectivrunenie a difer-
entes represcntaç()(..><; do grupo G. Cada setor de calibre está fixado pcla.9 cla.<;.'3CS 
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de homologia da base E da sua teoria de calibre, ou seja por mn par de ciclos de 
homologia u.ão trivial.11 
Obtivemos este resultado no caso em qne, com relação a partição w = w1 ®w2, 
w1 é simétrico c constante em C'.ada cla."'SC de homologia e 'vz é anti-simétrico. 
Podemos inverter este raciocínio. Na vcrdoo'lde, podemos definir unicamente a cada 
w2 uma forma bilinear simétrica na álgebra de Li c Ç}. 
Temos que forma.'3 bilinearc.'3 simétrica.<~ invariante;, pelo lema de Sdmr têm de 
ser proporcionais a fonna de Killing k definida na álgebra. Lembremos que embora 
a forma de Killing seja não degenerada na álgebra de Lic (semi-simples, no caso), 
a restriç.c1.o sobre a suhálgchra de Cartan anula-se idct1tieamcntc. Lcmhrando.-se 
que nas co-órbitas temos a estrutura simplética w2 , e estas excluem a sub-álgebra 
de Cartan, e lembrando-se a relação válida para vm:iedades simpléticas g (., . ) = 
2:.v(.,J.) onde g é a métrica hermitiana e J a estrutura complexa {f'.,q. 1.1:3), 
definitnoo J como um automorfismo que leva g+ ~ g~. 
Desta fonna mapeamos a form<l simplética na forma de Killing. A fonna de 
Killing é invariante por automorfismos, sendo equivalente a.<:> transformações de 
calibre. Note que os automorfismo:~ são conjgações, e portanto a fonna de Killing 
está constante para cada classe de equivalência de representaç<X~. 
Quanto a fonna Wt. neste caso devemos tomar uma fonna bilinear anti-
simétrica constante nas classe de homologia. Ora para tal, basta tomar o nlÍmcro 
de enovelamentos #L.) como o construído em 3.8. Desta fonna temos W(s) = 
# (., .) 0k(s) (.,.)onde í é o índice da representação. Desta forma esta forma está 
ex tendida para todas tlS das&"e [ Af] , sendo portanto a fonna simplética do sistema. 
Esta con.."..tntção equivale a con<:>trução feita no capítulo anterior, hem como a 
fôrmula geral de cocicloa obti<1"1. por [Shi), (Fad) c outros autores que \L'ID.fam de 
técnicas de homologia paTa cl .. ·lssilicar os cociclos.. 
Bastaria tal construção para obtermos os E!ltnltura de grupos quànticos nas 
~.co rias de <'.alibrc '! 
Na verdade devemos lembrar que o termo de Chern-Simons fixou um número 
k de reprcseniaçõcs com as quais nos restringimos a trabalhar. Tal restrição foi 
feita através de mna relação de equivalência no espaço dos dclos incorporada na 
forrna (no caso abeliano): 
exp (i .f c A) exp (i .fc, A) = exp (i~# (C, C')) exp (i .fc+c' A) 
J2Jta relação de equivalência estabelece uma relação de equivalência no espa-o 
de representações. O anel de representações de mna álgebra de Lie R (Ç) é isomór-
fico ao anel polinomial a coeficíentes inteiros Pz (,\,, ... , ..\1) onde (..\.i? ... 1 ..\1) são os 
pesos fml<lamcntais referentes ~)s representações fumL:une.utais J~ (ver por xemplo 
lSam}). Desta forma, para impormos csl..a. rcstriç.W no espaço de representações 
devemos deformar o anel polinômial sobre Z para \Ull anel polinomial sohre outro 
corpr~. h1ferimoo que esta deformação seja ohtida na pas.<;agcm Z ---)- Z~r, dado qne 
polinômios sobre Zk S<io naturais para definir q-vari.ávcis (ver [Kas]), c fornecem 
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o resulatado cllíssit:o ohlido em rcprL"*mtação de grupos qufl.nUcos, em pmticilar 
por Vcrlindc em t.coria conforme, c em geral para Chcrn-Simous, onde se a;;.sevcra 
que o espaço de Hilbert (de rcpresentaç<les) é isomorfo a AIV /W !I< kAR, onde Aw 
é o espaço de pesos, A R o espaço de (',o· raízes c W o grupo de WeyL 
Este resulat.a<lo nos pcrmiLc inferir a teoria de wprcscntaçâ.o de álgchra."J de 
Lie de dimen:"lâo infmitas com exteru;ões centrais (codclos) que pretendemos in-
vestigar, 
Devemos esperar então que seja p03Sfvcl estabelecer de forma racional a..c; rcp-
rcsenk-u;ões de grupoo quânticos nos fíhrados de linha, usados na quantização da 
teoria. 
Apêndice 
A - O Grupo de Holonomia 
Iremos apresentar o grupo de holonomia para o caso de fibrados principais 
seguindo basicamente [Kob]. 
Seja P(M,G,r) umfibradoprit•cipalcomconexíior. Pararedapontox EM, 
seja C (x) o espaço de ~'OS em x. 
Se r e p, &lo elemenl.oo de C (x), a curva cornpool.a p,.r (r scguidode JL) é 
também elemento de C (.x). 
Para cada r E C ( x), o Lrrumporl..e paralelo aom longo de r é wn isomorlliuno 
da fibra w-1 (x) em si mesma. O conjunto de todos tais isomorfismo fonnam o 
grupo de holonomia de r com referência ao ponto x. 
Seja C" ( x) o subgrupo de Ç ( x) composto pelos laçoo contrateis. O subgrupo 
do grupo de holonomia conssistiudo dos transportes paralelos ao longo de r E 
C" (X) é charuado de grupo restrito de hoJonornia de r (com referência à X). 
DenoLaremos o grupo de holonom.ia e o grupo restrito de holonomia com referência 
ao ponto x, por q, (x) e !1>0 (x). 
Podemos também apresentar esses grupos como subgrupos do grupo estrutural 
G. Seja u um ponto de rr-1 (x). Para cada r E C(x), temos a E G (o grupo 
""trLural do librado) tal que T ( u) = ua. 
Se um laço p E C ( x) detennllm b E G, então a cmuposl..a JJ. r det.enn.ina 
b.a E G (é imediato verificar que p..r (u) = ub.<i). 
O conjunto dos elementos a E G determinados por todos T E Ç ( x) formarn 
um subgrupo de G denotado q, (u) é chamado grupo de holononúa de r com 
refcrôncia à u. Temos então apfffientado duas construçõe3 do grupo de holonomia 
cuja equivalência é demonstrada por um isomorfismo entre!!> (x) e!!> (u) tal que 
faz oomutar o seguinte diagrama. 
C(x) 
t "' !!> (x) ~ !!> (u) 
OuLra maneÍrd ainda de definir I.P ( u) ooguc. Quando dois ponl.oH u e ·u de P 
podem ser unidos por uma çurva hoázontal, temos a relação de equivalência u ('V 1J 
. Dest.a fonna W (u) é igual ao conjt.mLo doo elemenLoo a E G t.alli que u"' ua. 
Tetnoo enLão a m!gJ.ÚuLc proposição: 
Pmpottiçli,o: 
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(a) Se v= ua, a E G, então <li (v) =ad(a)-1 (<li (u)), i.e., os grupos de holono-
mia <li (v) e <li ( u) são conjugados (o mesmo para <!i0 (v)). 
(b) Se dolli ponl.os tt e v de P puderen ser ligadoo por wna curva hori:wnW, 
então <li (u) =<li (v) (da mesma forma para <1>0 (u)) 
Podemos provar que os grupos de holononúa são grupos de Lie. O subfibrado 
do fi brado principal P ( M, G), cujo grupo estrutural é o grupo de holononúa é 
chamado llbrado de holonomia. 
Outra construção fundamental a ser anunciada aqui é é teorema de Amhrose-
Singer. 
1éorema: 
Seja P ( M, G) um fi brado principal, onde M é paracompacto e conexo. Seja 
r 11llJa coue.xão em P, n a dois fonna de C'llfVdtura, w ( 1J,) o grupo de holonomia 
relativo a u E P e P ( u) o fibrado de holonornia de f aLravái de u. Então a álgebra 
de Lie de <li (u) é igual ao subelpa<;o de g, álgebra de Lie de G, gerada por LodOB 
oo elemenLre da forma !1v (X, Y), onde v E P (u) e X, Y Mão vetores arbitrários 
em v. 
Decorro do t.eorema acima que os grupOf:l dtJ holonomia para o t:aso em que r 
é uma conexão chata. são discretos. 
Desta forma se tomarmos os fibrados de holonomia para o r..a."'I em que r é 
chato a proposição acima nos mada·a como inter-rcladonrun-se tais fibrados chatos 
(com grupos csLruturais discretos conjugados). 
B-Divisores e Fibrados Lineares 
l-Divisores 
SejaM uma variedade complexa cU C M, suhcouj1mto aberto de !vl. Dcno--
tamoo por O(U) o anel das funções holomórllcm~ em f!. Se V(/0) C U, existe o 
homorllamo de r03t.rição O(U) --> O( V). 
Um clemente f E O(U) é um divisor de zero de O(U) se e somente se for 
ident.icament.e nula em alguma componente conexa de U; portant.o se f não é 
dlvi"lor de zero deU, f não é divisor de zero de nenhwn abert.o V CU. 
Omsiderrun()tl wn umjunt.o {(U;,, ft)} onde {U,.·} é wna cobertura aberta de M 
c ft E O(U,) para todo i. Denotan:.mu.~ Uíl ..... ip = Uil n .... n lltp1 para inter~ 
não nulas. 
Vamoo I:\Sf:IWJÜf qu(: para {(Ui., j;,)} MtU,, satisfeitas as wndiç(.m: 
i) f, não é divisor de zero de O (U,) para Lodo i. 
ii) exist.e uma unidade !ti de O (Ui1) sat.llifawndo fi= füiJ L"'n t:ada Uti· 
Vamos t~upor que Hejam também sat.llifeiiH8 tais coudiç()CS para {(v;:, gi)} . Se 
tnci.Nt.ir wna wüdade ~i de O (Ui n \'J) sat.llifa:rendo fi= hiJYJ L'Ill toda iut.en:a.:ção 
não vaúa u, n lf;, tllremoo que {{U,,J,)} e {(V.,g;)} são equivalenLffi {é imediate 
ver que Lcruoo dillnido wna relação de equivalê.rtda). Se D for a claYSe de equiv-
alêm:ia de {(Ui, fi)} dW..cmos que D é divisor pwit.ívo de M (esta definição será 
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repr«**llll.ada. oomo a de.flnição de ft..>ixu.; para divisores). 
Vamoo t:mpor que {Ui} é wu refinameuLo -de {Yj} por i --Jo ji c D o divllior 
pooitivo de M com {(\tj,YJ)} como representante. FAttiio, se denotarmos por fí a 
reJtrição de gj, a U;., teremos outro representante {(Uj,fJ)} de D. 
Por outro lado, qualquer número finito de coberturas abertas de M podem Ler 
um refinamento aberto comum (uma cobertura aberta que seja mn refinamento). 
Portanto se D, IY são divisores positivos (le M, podemos assmuir seus represen~ 
tante. na forma {(U;, /;)}, { (U;. Jj)}. Então { (U;.f;f))} define o divisor pooit.ivo 
D + IY em M. TCIDQ6 definida então wna estrutura de monóide no espaço doo divi-
HOreH de M. Observando que a lcl de crutcelantt..•uLo, D + D' = D + D" oo D' = D'', 
é saLisfeil.a poc.lelllOf:J mergulhar o monóide nwn grupo chtuiU\do grupo ÔU8 diví-
tl<lft8 (verifica-se Loclaa as propriec:la.dt:B). A identidade O é um "divWor positivo" 
de M; para qllli!quer oobertnra aberi,n {U;} de M, iootOI! {(U;,l)} como repre-
senta:nte. Esta eo~trutura de grupo torna-se natui"a.l se conaiderannos o anel das 
funções meromórlicas (não identicamente nulas) M• (M) de forma qne localmente 
as funções meromórficas são expressas como quocienk's de fnnções holomórfk.as. 
Voltaremos a isso em breve. 
Se D tiver um representante na fonna { M, f} (i.e., uma fw1ção holomórfa 
glohalmeul.e defiuida) p<xlemos t'tiC!'eve.r D = {/} i f é únka a Ute.tlOO de tmidade 
de O(M). 
Os divllion~ de uma varit->dade complexa M, Lêw uma ooLreiLa relação com oo 
fibrados lineares sobre M. 
Para tal apresentercmos os divisores de uma forma um pouco diferente, porém 
totalmente equivalente. 
li-Divisores e feixes 
TomemOM um repr~ntanLe de D, {(Ui,ft)}. D~en1oo que "f1 = O" é t:x-
pr~ local para D.O conjunto doo pout.oo onde a.uula-~re em U1. a função fi é 
uma hipersuperfície analítica de M, que chat:naremos no que segue de Vi (não 
confundir com o aberto Ut). Vamos asswnir que l{ seja irredutível. Temos para 
cada aberto Ui uma exprre.'iào local n fi = 01', c portanto hipersuperffcim analíticas 
irredutíveis {V;'). 
Definimos desta forma o divisor D pela soma fonnallocahnente finita 
de hipersuperfícics analíticas irredutíveis de M. 
Aqui, com locahneul.c fmit.a queremoo expreMSar que para cada pou~o p E M, 
existe uma vizinhança de p interceptando somente um número finito de V/ s que 
aparecem na cxp~ de D. 
No cuso de Lerm0t::1 wua hipenmpcrfíde analíLica V= V}_ U ... U V.11 , onde cada 
Vi é irredutível, o divisor usHOCiado a V é L: Vi. 
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Seja V C M hlpersuperficic analítica c seja p E V, c seja f uma expressao 
local I""" V vorw de p. · 
Para qualquer fnnção holomórfica g definida perto de p definimos a ordem 
tmlv,p(g) de g ao longo de V em ]J como se .ndo o maior inteiro a tal que no anel 
local O (Mp) (i.e., o anel das funções holomórfas na vizinhança de p) temoo: 
g=f".h 
De fato, a ordem de g é independente de P (llito dccurre do fu(,o de que d-
emenl.os relativwnent.e primos de O (Mp) permamx:em rclaLiv-d.meute prirnoo em 
anéis locai~ viúuhoo, ver {Gri]). 
Podemos definir então a ordem de g ao longo de V como sendo simplesmente 
a ordem de g ao longo de Vem qualquer pont.o p E V. 
Note que para quaisquer funções holomórficas g, h temos: 
ortlv (yh) = ordv (y) + onlv (h). 
Seja agora mna função meromórfica f escrita localmente como f = g/ h, sendo 
g c h holomórficas c relativamente primas.Definitnos para mna hipersupcrfície 
irredutível V: 
ordv (f)= m·dv (g)- m·dv (h) 
Diretnoo que f Leru mn zero de ordem a se m·d 1 (f) = a > O, e que f tem tun 
pólo de ordem a ao lon/ /o de V"" ordv (!) =-a <O. 
Definimos um divisor (!) de uma função meromórfica f por: 
(f) =L urdv (!) . V 
v 
NoLc que t'Stu definição equivale a definição de diviaorlli D = {f} dada acima 
(c.om a devida atenção ao fato de f meomórfica). 
Se escrevennos f loçalment.e como g/h (g e h rdativarnent,e primos), temos 
<lUC: 
(!)=L ardv (g) .V+ L ordv (h) .V= (!)0 - (/)00 
v v 
Vamos agora retomar a primeira del:inição de divisort~ apresentada, agora 
para fm1ÇÕCS mcrornórficas, com uma única rcnomeação em t.Pnnos de feixes (ver 
feixes ~.m [Cri]). 
Seja M"' o feixe mulLiplieat.ivo de fuuçôe8 meromórficas não idcut.ierunenl.e 
utJ.las em M, e 0"' o sub-feixe de fw1ÇÕW holomórficas (diferentes da função idtm-
t.ícwueul.c nula) . Enl.llo lUll diviwr D 6 wua seçãc.) global em M do feixe quociente 
M'/0'. 
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Uma scçiio global {f} de M' /O'.é dada por uma cobertura aberta {Ua} de 
Me fu.uç('it.ti moroutór~ f~ (não identicwnent.e mUütl) em Ua t.aiH que: 
para qulqucr V C M. 
Desta forma podemos associar {f} ao divisor D =L: ordv (f.) .V, se, para 
v 
cada V tomamos a tal que u. n V i 0. 
Por outro lado dado D = 'L: ai V;., como aprrecntado nnterionncute, podemos 
achar wna cobertura finita {Ua} de 111, onde, para cada Ua, todo Vi que aparece na 
definição de D Lêrn exp~ local 9ia E O (Ua)· D~ia fonna podcmoo escrever 
de forwa que obl.emoo Wl.ta seção global de M* /0*. 
IH-Divisores e Fibrados Lineares 
Esta Hefjw tratará de fibradoo li:nearCf:l holomórficoo.. 
Já vimoo no capítulo I que fihradoB lineurCH holomórficus sobre uma variedade 
de base M podem ser <bcritos eru termoo de funções de trausição {g0 p) , para 
UIDa cobertura aberta {Ua} de M, g.p E O' (Ua n Up), tais que: 
9af3•9f3o - 1 
9o{J·9(3T9'1rx - 1. 
As fw1ções de tratlflição são defl.uídn."l a partir dna trivialb.aç(JCS lor.ais {~Pu} 
por: 
-1 
Ba.tJ = lP(~ o l.{)fJ 
Dois conjuntos de trivializações {~Pa} e {cp~} definem o mesn1o fihrado se 
vfa = 'i'a·fa para fuoções fa E 0' (Ua)· 
Podemos também construir tais funções de transição da seguinte forma. Tomem-
os mn divisor D com f1mções fr:x EM"' (Ua) definidas de aeordo çom a cobertura 
{U,) de M. As fuoções 
são holomórficas e não nulas em u OI. n uf3, satisfazendo as condições requeridas at.-i· 
um, de forma que de.flnen1 fibradoa linoo.rt';l::! sobreM. Tais fihradoH serão denolad06 
por [D] e ditos fihradoo lineares """""iados a D. 
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Note que doi~:~ repr~nl.w1~ {/o} e {/~}do IllffilllO divil;l(>r D ::Rio iguuis a 
uw.uOH de ÍWlÇÕCt:J holotuórfi.cttS não nula::;, de fonna que /a= f~hw hg E O* (U~). 
Il<:sta forma. temos que 
, de fonna que ga/3 c g;,13 dcüninem dtrnB triv.iali:r..a~ do fibrado linear [D]. 
Note que da corrwpondéucia dada por [] decori"e a ~nt.e propriedade: se 
De D' forem dois divOOrw dadoo por {/a} e{/~} rU:JpecLiv&nenLe enl.ão D + D' 
é dado por {f,,J~}, de fomm que [IJ + LY] ~ [D] ® [LY]. 
Desta. fon:na temos de fato um homomorfismo do grupo dos divisorffi, aprcsen-
t.&lu na parle I dt::sLe apêndice e o grupo dos fibrad~ lincan.~ (Woo]. Este úUimo é 
isomorfo a 1-/1 (AI, O*) como foi visto no capítulo I. Nol;e qUe divisores de funções 
{f}, i.e., diviso~ d.a.doo por wna fwlfjJO meromórfica globalbent.e definida em Jv[ 
perl..euccm ao míclt.'O dc:Bla aplicaçâv, mn.a VC'b qut! &':i exprCSSÕCH h.x:ais f cn sendo 
ret:Jiriçôetl f lu .. de f EM (M) no abt~rlo Uc., aHo t.ais que 9atJ = J(l/ fp = 11 dando 
origem a um fihrado triviaL 
No C&!:IO t.!In que a variedade M ~cja wu toro, caso em qut: Wmos LraLado 
dunutl .. e cala i,cs(J, i.entOH Lambém wua homomorfimno enLre o monóide de t.Üv.kiorffi 
c o auel de fw1ç~ lhct.a de Jacobi. 
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